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leksikon 


Leksikon (grc.:rjccmk). piiruenik ko|i ahccciinim rcdom dajc omiomui inlormnciju o popnovima. 
vlaslitim i geogratskim imcnima, historijskim zbivanjima. slrucnim lerminima i siranim rijccima sto 
sc javljaju u usmcnom i pismenom konutniciranju ohrazovanih Ijiuli (I eksjkon .11 /. I l )74 sir. 54 I) 


Je L to onda ko neki blcsimctar? 
Kakav blcsimctar? Otkud vain to? 
Ma mislili smo 


tako da sc vidi kol'ko jc ko blc... kol’ko sto zna i/ mate mat ike. 
Da. i ako nc znas ili nisi siguran u znaccnje nckog pojma. u/nics leksikon ... 




...Malo sc namrstis i kazes: 
pojma o tom pojniu kog 
moro znati sto ti sve nc znas kad 
A zasto jc ovo - leksikon za ncmatcmaticarc? 

Zato sto jc matcmaticarima sve ovo 

im ovakav leksikon i nc ireba. 


lias cu da pro\jcrim.« A nemn veze sti^i nisi im’o 
ccs. toboz, da provjcravas. Sto bi. 


uostalom. s\ a ko i 
sc ionako tol ko toca uci sto treba i nc ireba. 


. a i mnogo vise od toga, ionako poznato. pa 
A za ono sto njima ireba snaci cc sc nckako i sami. 

pojmoM iz malematikc kojc treba 


Sigurno. Nego ... da I su ti ovom Icksikonu svi 
znati ? 


Ni govora. Samo neki osnovni. vainiji ... 

Steta. Bolje bi bilo kad bi bili ... 

Znam. Ali ako i ovc pojmovc shvatitc i usvojitc. m < ostalima ncce Dili problcma. 
Jer ako je temelj dobar ... 

Da, ako jc... A kako je nas dosta labav. idomo rcdom. 

Da vidimo sto je pod A. 
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AKSIOM 


Znadete li §to je aksiom? Moiete li navesti bar 
jedan ? 

Nee. Nikad duli. 

Dobro. Kad je tako, najprijc cu vas upoznati s 
aksiomima na nekim primjerima, a zatim cemo 
redi malo vi§e o njima. 

Moie, samo ako to nije neSto 'komplicirano, jer 
mi baS ... 

Znam, znam, ne brinite. Evo, dakle, nekoliko 
odiglednih i jednostavnih prim jera aksioma koje 
ne treba posebno objasnjavati, a kasnije, kad 
dodu na red te2i i sloZeniji... 

Onda demo zavrSiti. 

Sve mi se dini da de i biti kako ka2etc. No, 
podnimo. Zamislite, naprimjcr, dva djedaka i 
jednu djevojdicu. I neka svatko od njih ima 
odredenu sumu novca koju su dobili od rodite- 
lja za dzeparac. 

Koliko? 

Ma nije vafcno koliko, ved pailjivo pratite Sto 
vam govorim. Ako svaki djecak ima isto novca 
koliko i djevojdica. koliko imaju medusobno. 
jedan u odnosu prema drugome? 

Pa imaju jednako. 


Opel de imati jednako. A sto bi drugo moglo 
biti? 


oKgr . 

, W» 

iSTO 




/ 


% & 


> 


Dobro, dalje. trcci primjcr. Ako djedaci imaju 
jednako mnogo novca i idu naprimjer u kino, 
pa svaki za svoju ulaznicu plati jednak iznos. 
koliko im novca ostaje? 

Jasno, ostalo im je jednako. Tu se nema sto 
razmiSljati. 


(UtVJC ' 




> V ‘ 

IMA)U 


Tako je. 1 joS jedan primjer iz geometrije. Ako 
su nacrtana dva geometrijska lika i ako ih 
izrezemo i smjestimo jedan na drugi tako da se 
prckrivaju. kakvi su ti likovi medusobno? 

Sigurno je da moraju biti jcdnaki. Ali ne 
razumijemo kakve to sve veze ima s aksiomima. 
Zar nismo rekli da demo govoriti o njima? 

Ima, itekako ima veze. Naime, primjeri o ko- 
jima smo govorili u biti su aksiomi. Objavio ill 
je u prvoj knjizi svojih Elemenaia jedan od 


Todno. Idemo na drugi primjer. Ako djedaci 
imaju jednako mnogo novca i roditelji im jos 
svakome daju isti iznos, jednaku sumu obojici, 
koliko de tada imati jedan u odnosu prema 
drugome? 
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najveeih matematicara stare Circke. Euklid, jo$ 
u 3. stoljecu prijc nase ere. 

I to su njegovi primjeri? 


Makar sto! Fa ne mislile, valjda, da su ljudi jos 

prijc 2300 godina i§li u kino. Euklid je odgova- 
rajuce aksiome, naravno, formulirao malo 
drukCije, ovako: 

Oni (ohjckti) koji su jednaki jednom te istom 
(objektu), jednaki su i medu sobom. 

Ako se jednakim (objektima) dodaju jednaki 
(ohjckti), i dobivene Cc ejeline biti jednake. 
Ako od jednakih (objekata) oduzmemo jedna- 
ko, i ostaci ce biti jednaki. 

I oni (geometrijski objekti) koji se mogu pre- 
kriti jednaki su medusobno. 

Pa i to je sve tako jasno i ociglcdno da ne treba 


• • • 


.lest, jer aksiom se nekad i shvacao kao tvrdnja 
koja je toliko oCigledna da je nijc potrebno 
dokazivati. Stoga su gotovo svi Euklidovi, pa i 

mnogi drugi aksiomi kasnijeg datuma jedno- 
stavni i razumljivi. 

A danas viSe nije tako? 

NajccsCe nije. jer 

aksiom osnovna, polazna tvrdnja koja 

toCnom i bez dokaza i bez oCiglednosti. Pone- 

kad su te tvrdnje vrlo oCigledne, a katkada, 
bogme, i nisu. 

A kako matematiCari dolaze do aksioma? 

Aksiome cesto utvrduju na osnovi iskustva, 
poSto se ovlada s dovoljno spoznaja, kad 
prikupi dovoljno znanja iz nekog podruCja 

tematike. Tada matematicari nastojc sistemati- 
zirati znanje 

uobliCe u neki aksiomatski s us lav. 
novi aksiomi i sustavi aksioma nastaju stoga da 
se izbjegnu teSkoce kojc su se javile u nekom 
prethodnom aksiomatskom sustavu. 

Sto je zapravo aksiomatski sustav? 


u suvremenoj je matematici 

se smatra 


se 


m a - 




iz nekog podrudja tako da ga 

Ponekad 


'/ 




?° 


Pod aksiomatskim sustavom 
stav stavova 6ji su temcljni dementi: a) aksio¬ 
mi, b) pravila na osnovi kojih sc mogu izvoditi 
drugi stavovi, c) izvedeni stavovi: u matematici 
su to teoremi, leme, korolari 


razumijevamo su- 


• • • 


Prvi takav sustav izloiio je Euklid u 13 svezaka 

svojih Elemenata , a buduci da se taj sustav 
aksioma odnosio 


na gcometriju, u njegovu se 
Cast takva geometrija i danas naziva euklidskom 
geometrijom. 


Mozc li svaki matematiCar naCiniti svoj aksio¬ 
matski sustav? 


Hm 


u naCelu mo2c, samo ako ima dovoljno 
znanja i sposobnosti. To vam je. uostalom, 
sliCno kao i u sportu. Tako i svaki atletiCar 
mo2e postati prvak driave u odredenoj discipli- 
ni, samo ipak ... Uz to, aksiomatski sustav 
mora zadovoljiti i odredene uvjete. 


• * • 


Kakve uvjete? 
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formulirao aksiome za prirodnc brojeve. Irna ih 
samo pet. Evo ih redom: 

1. 1 je prirodni broj. 

2. Svaki prirodni broj n ima todno jednog 
sljedbenika n ’ (/f = n + 1). 

3. 1 nije sljedbenik nijednog broja. 

4. Ako je ni = n\ onda je m = n (dakle, ako su 
sljedbenici brojeva jednaki, onda su i brojevi 
jednaki). 

5. Svaki skup koji sadrii 1 i koji sa svakim 
brojem n sadr^i i n\ sadrzi sve prirodnc 
brojeve. 

- Pa to nije tako teSko. 

- Naravno. Ti se aksiomi lake pamte, a vrlo su 
korisni jer se iz njih mo2e izvesti sva teorija 
prirodnih brojeva, sva bitna svojstva njihove 
strukture. Naime, aksiomi neke matematidke 
strukture izridu osnovna svojstva te strukture. 

- A Sto je to - struktura? 

- Pod struklurom razumijevamo skup u kojemu 
je definirana barem jedna operaeija ili relacija 
dija primjena ne izvodi izskupa. dakle operaeija 
koja je zatvorena s obzirom na skup. 

- Sto znadi da je zatvorena? 

- Objasnit du vam na primjeru. Promatrajmo 
skup prirodnih brojeva i. naprimjer, operaeiju 
zbrajanja. Zbrojimo li ma koja dva prirodna 
broja, dobit demo uvijek prirodni broj. Stoga 
kazemo da je skup prirodnih brojeva zatvoren 


Sustav mora biti neproturjedan, a to znadi da se 
na osnovi istih aksioma ne smije izvesti zaklju- 
dak da je neka tvrdnja istovremeno istinita i 
neistinita. 

Sigurno, jer bi nastala zbrka. 

Tako je. Aksiomatski sustav, osim toga, treba 
biti i potpun, dakle, treba da sadrzi sve Sto je 
potrebno za izgradnju teorije ili strukture na 
koju se odnosi. PoZeljno je da ne bude ni 
manjka ni vi§ka aksioma, osobito ne manjka. 

A viSka nio2e biti? 

Bolje da ga nema, ali nije niSta strasno ako ga 
i bude. To, naime, praktidki znaci da smo u 
sustav stavili i neki aksiom koji se moze izvesti 
iz drugih aksioma dakle da svi aksiomi nisu 
nezavisni medu sobom. Takoder je poieljno da 
sustav sadrzi Sto je moguce manje dim jedno- 
stavnijih aksioma. 

Nisu, dakle, svi aksiomi tako jednostavni kao 
Euklidovi. 

Neki jesu. ali mnogi i nisu. Uostalom, najbolje 
je da upoznamo neke aksiome, pa dete se 
uvjeriti i sami. Pogledajmo npr. aksiome iz 
podrudja brojeva. Talijanski je matematidar i 
logidar Peano*’ (1858-1932) jo§ 1891. godine 


* * 




Peano jc aksiome ustvari preuzco od njemaCkog matema- 
tidara R. Dcdekinda (1831-1916). koji ih je objavio 1888. 
god. u svom radu Sio su i Cemu sluie brojevi. Stoga je 
aksiome ispravnije zvati Dedckindovim ili barem Dede- 
kind-Pcanovim. 

Taj je aksiom princip totalnc indukeije. 


*•> 
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s obzirom nil zbrajanje. A dcfiniranjem jcdnc 
ili vise operacija. zajcdno s »pravilima racuna- 

nja« koja vrijede za tc operacijc. skup prelazi 
(algebarsku) strukturu. 


Postoji bar jedan skup. 

I ovu tvrdnju matcmaticari 
omom. a aksiom je zna sc - 
canio bez dokaza. 

Ha, ha, ha 
jc sigurno«. 

Tako jc. £ele se 

bczvcznjaku koji im. posto su izgradili cijelu 
teoriju skupova. kaze: »Sve jc to lijepo, ali tko 

garantira da skupovi uopce postoje 
odgovorc: »To nam jamCi licno aksiom 
s(encije.« 

1 onda svatko mora 
postoje, 

Naravno. A da budu 


su proglasili aksi- 
izrcka koju prihva- 


ii 


oni sc onda dr2e izrckc »sigurno 


• • • 


time osigurati da nekom 


nam 


> 




egzi- 




priznati da skupovi zbilja 




i Ei V \ 


sigurni da postoji i skup s 

. uveli su i aksiom specifi- 
kaeije. On glasi: Neka je U neki skup. a P neko 
svojstvo. Tada postoji podskup A od U. eiji su 
dementi oni i samo oni dementi iz U koji imaju 


odredenim svojstvom 


\ rijede li Peanovi aksiomi i za druge brojeve ili 
samo za prirodne? 

Oni \rijede samo za prirodne brojeve. 
realnc brojeve. potrebni su nam drugi aksiomi. 
No vratimo 

nekoliko aksioma 


svojstvo P. 

Kakav je to skup i 


Za 


r> 


j : 


To vam je neki siri skup 


. matcmaticari ga zovu 
i univcrzalni skup. iz kojega se »vade« clementi 
odredenog svojstva. 


se ponovno geomelriji. Pogledapno 

suvremene geometrije. Pro- 
motrimo naprimjer aksiome koji se nazivaju 
aksiomi pripadnosti (meideneije). 

Postoji jedan i 
lazi kroz dvijc 

A Na svakom pravcu leze barem dvijc ra/lieite 
tocke. Postoje barem tri 


Ra/umijemo, skup parnih brojeva j 
^kupa prirodnih brojeva. 


je podskup 


\ 


samo jedan pravac koji pro- 
zadane razlieite tocke. 


Jest. No pogledajmo jos neke aksiome. Mate- 
maticarima su katkada potrebni i skupovi ciji su 
dementi skupovi. Postojanje takvih skupova 
utvrdili su ovim aksiomima: 

I. Neka su A i H skupovi. onda postoji skup /• 
takas da jc tocno A e F i H e T(daklc. A i 
H su dementi skupa /•’). 


razlieite tocke koje 


ne Ie J /,e na jednom pravcu. 

A Postoji jedna i samo jedna 

pro lazi kroz tri razlieite tocke koje 

na istom pravcu. 1 svakoj ra\mm lezi barem 
jedna tocka. 


ravnina koja 

ne leze 


A. Ako dvije 


razlieite tocke nekog pravea pri- 
ravmni, onda i sve tocke tog 


padaju istoj 

pravea pripadaju toj ravntm. 
A. Ako dvije 


ravmne imaju jednu zajednicku 
one imaju zajednicku barem 


locku. onda 


jos jednu tocku. 


A, ( Postoje barem Ccliri tocke koje 
istoj ravnini. 


nc pripadaju 


Iz nekoliko takvih grupa aksioma matcmaticari 
izvode cijelu geometriju. 

Nijc lose. Postoje. dakle. 
geometriju i za brojeve. 


samo aksiomi za 


Ni govora Matcmaticari d: 
siomalsku melotlu 
matematike. 


mas primjenjuju ak- 
u gotovo svim potlrucjima 
npr. u teoriji vjerojatnosti, leoriji 
grupa. matemaliekoj logici, teoriji skupova 


% • • • 


Stvarno' Zar i za skupovc imarno aksiome? 

nc. I vrlo su zammljivi. Jedan od 

osnovnih aksioma tzv. 

je aksiom egzislencije i glasi: 


naivne teorije skupova 




i: 





Da vidiino. 


It. Za svaki skup A posloji skup . J P (A ), l/.v. 
partitivni skup skupa A , ciji su dementi 
podskupovi skupa A. 

% 

I sigurni smo da skup s elementima-skupovima 
postoji. 

Tako jc. A evo joS i nckoliko aksioma iz 
algehre sudova. 




A 


B)=*((A**(B=>C)~>(A=>C)) 


(A 


ti a 

Dobro, dosta, bit cc bolje ... 

...da zavrSimo, jer doSli su na red oni te2i i 
slofccniji. 


A 


fa 


A 


O 


*4 


*■ 


*V 


■f 


* 
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ALGORITAM 


Biste li tocnim redoslijcdom znali opisati poslu- 
pak zbrajanja dvaju brojeva? 

Kako ne bi znali? To je bar jednostavno. 

Dobro. Zbroj te npr. ova dva broja n 

125. Da biste lakse opisali postupak zbraja¬ 
nja, napiSite ill u razvijcnom obliku. ovako: 

1 • 10- -H 2 * 10 + 5. 


2 • Hh + 3 • 10 
+ I • 10- + 2 • 10 + 5 

©■ 10-'4 ©• 10 4© 

a govorimo ovako: I i 5 je 6. pisemo ft. 3 i 2 je 5 
pisemo5. 2 i 1 je 3. pisemo 3. 

U retiu. I jos ovaj zbroj: n 

odnosno n 

3 • I0 : + 6- 10 + 4. 

I to cemo napisati ovako: 


231 


i 


+ 125 . 


ili, krace. 


356 


231 i 




n 4 


.>428. a Hi 
5 • 10' + 4 • 10’+ 2 • 10 + 8 


364. 


2- 10-+ 3- 10+ I. 






a n 2 

Noma problcma. Brojcvc ccmo napisati jcdan 
ispod drugog tako da jedinice budu pod jedini- 
cama. deseticc pod deseiicania i stotice pod 
stoticama i onda demo ill zbrojiti podcvsi od 
jedinica, a zbroj napisati ispod pribrojnika koje 

zbrajamo, evo: 


i 


n> 


5 * 10 1 + 4 • 1 ()- + 




• 10 + 8 
3 *10-+ ft •!()+ 4 


+ 


©• I0‘ + ©- I0 : 4@- 10 4© 


.•>4 28 

ili. krace. + 3ft4 


5 7 0 2 


Kazemo: 8 t 4 su 12. 

Zasto »1 pamtimo«? 


•> 


pisemo. I pamtimo i 




• A • 


A© 




Zalo sto je 12 


1 • 10+2 i 2 pisemo pod jedini- 
ce. a I pnpada deseiicania i zbrajamo ga s 


♦ • 


njmia. 


4 
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Tocno. Daklc, pri zbrajanju znamcnaka istc 
mjesnc vrijednosti moze sc dogoditi da: 

a) zbroj znamcnaka bude manji od 10, pa 
dobiveni zbroj zapisujemo, 

b) zbroj znamcnaka bude 10 ili veci. i tada 
zapisujemo znamenku mjesnc vrijednosti je- 
dinice, a 1 pamtimo i pribrajamo znamen- 
kama susjcdne vi$e mjesnc vrijednosti. 

Ma jasno je, ali ... 

Izrecimo ponovno cijeli postupak zbrajanja u 
obliku naredbi: 

I. Napisi brojeve koje zbrajaS. 

2 Zbrajaj znamenke isle mjesnc vrijednosti 
(tj. jedinicc s jcdinicama. desetice s dcseti- 
cama ltd.). 

Pritom mogu nastati dva sluCaja: 

a) zbroj znamcnaka moze biti manji od 
dcset. 

b) zbroj znamcnaka moze biti dcset ili vcci 
od desel. 

3. U prvom sluCaju napisi znamenku koju si 
dobio kao znamenku rczultata odnosno 
zbroja na mjestu odgovarajucc mjesnc vri¬ 
jednosti. 

4 l drugom slueaju napisi znamenku mjesne 
vrijednosti jedinicc u rczultatu zbrajanja, a 
broj I pribroj znamenkama susjcdne viSc 
mjesnc vrijednosti. Ako ill ncma. znamenku 
1 napisi na mjestu vise mjesne vrijednosti. 

5. Postupak ponavljaj dok nc zbrojiS sve pri- 

hrojnike. 

Dobro, ali kakve to veze ima s algoritmima? 

Ima. jer te su naredbe ustvari algoritam za 
zbrajanje. 

ZnaCi da je algoritam pravilo koje nam kaze 
kako se racuna. 


8 . 
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b 


ax 4 b 


0 (a # 0) dan formulom x 

Site po tom algoritmu jednadibu 
Nema problema. Evo: 


. Rije- 


<7 


2 


x 4 7 = 0. 


3 


7 


21 


v 


2 


2 


3 


Dobro. A evo i algoritma za rjeSavanje sustava 
od dvije linearne jednadZbe s dvije nepoznani- 


ce: 


a , A' 4 by 

a 2 x 4 by 

Taj je algoritam zadan formulama 

C\b 2 — c->b, 


A 


ci . 


A (Co we 2NAM0 Ai-GO(?itAt1 

TK££AMo &A SKi^t-iTi" iU 

2 A PATAK NfZZMo Rftfisifi 


V 


• t • 


j ^2 


fl 2 ^l 




« : C[ 
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I ne samo kako se raduna. jer pod algoritmom 
razumijevamo todan propis o izvrsenju odrede- 
nim redoslijedom nekog sustava operaeija za 
rjesavanje svih zadataka nekog zadanog tipa. 

Onda pri rjeSavanju moramo najprije odrediti 
kojem tipu zadataka. pripada zadatak koji rje- 
Savamo, a zatim postupiti po algoritmu koji 
rjeSava taj tip zadataka. 

Otprilike tako. 

A Sto akoo... ako ne znamo algoritam, kako 
onda rjeSavamo zadatak? 

Ako ne znamo algoritam. moramo ga smisliti, 
ili zadatak necemo rijcSiti. Naime. ako matema- 
ti£ar ne zna algoritam za rjesavanje svih zada¬ 
taka nekog tipa, onda za svaki posebni sludaj 
mora izmiSljati postupak rjeSavanja koji nije 
prikladan za vedinu ostalih sludajeva. 

Dobro, mi se u takve sludajeve sigurno necemo 

upustati, neka to rade oni koji bolje znaju 

matematiku. Nego, otkud taj neobidan 
»algoritam«? 

Naziv je izveden prema imenu arapskog mate- 
matidara Al-Hvarizmi koji je joS u 9. stoljedu 
uveo u Evropu arapski sustav decimalnih 
ka. Najprije se taj naziv odnosio na radunanje 
arapskim brojevima, a zatim i na vjeStinu radu- 
nanja uopce. Razumljivo je stoga da su najstari- 
ji, pa i najjednostavniji i najpoznatiji algoritmi 

upravo oni koji daju pravila po kojima 
obavljaju detiri osnovne aritmeticke operaeije 
dekadskom sustavu. 

Da P i za rjeSavanje jednad2bi postoji algori¬ 
tam? 

Naravno. Tako je npr. algoritam rjeSavanj 
linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom 


a,b 2 — a 2 b 


((1,1)2 


a 2 b ( ^ 0). 

Mi samo uvrStavamo koefieijente i - rjeSenje je 


tu. 


Da. Algoritam za rjeSavanje kvadralne jed- 
nad2be ax 2 4 bx 4 c = 0 takoder je dan formu¬ 
lom 


/> + (//)-' 


4 ac 


x \.i 


2a 


V 


SAK A ' 


1H A 




naziv 


AuGoRiTaH 


ozna- 


se 


u 


a 














ZA P 


E, to jo§ nismo udili. 

Nisia zato. Ipak. prema tom algorilmu rijcSitc 
jednadzbu lx 2 + 5a — 3 = 0. 

Pokusat ccmo. Tu je a = 2, h = 5, c 


T 


' 


0 


0 


3 




K 


5 ± |/5 : - 4 • 2( - 3) 


1.2 


2-2 


u 


5 ± l/23 + 24 


1/49 


I 


5 ± 


5 ± 7 


4 


4 


4 


Tako jc. I ta jednadiba ima dva rjeSenja: 

-54-7 2 1 


Postupite prema ovim naredbama i nadite naj- 
vecu zajednidku mjeru brojeva 36 i 8, tj. 
M{ 36,8). I pazitc! Nemojte preskoditi koju 
naredbu. 

Nema problema. Sve demo ih izvrsiti. Idemo 
redom... 

1. 36,8 

2. 36 >8 




-> * 


4 


4 


5-7 


12 


3. 


a 




4 


4 


Za provjeru uvrstite i jedno i drugo rjeSenje u 
jednadzbu, umjesto jc i vidjel cete da je jed- 
nad£ba zadovoljena. 

Idemo dalje. Znadete li Sto je najveca zajed- 
nidka mjera dvaju brojeva? 

Znamo. To je najveci broj koji je sadrzan u oba 
broja. najveci broj s kojim su oba broja djeljiva. 

Dobro. Upoznajmo onda i glasoviti Euklidov 
algoritam. 

A Sto njime rjeSavamo? 

Euklidovim algoritmom rjeSavamo zadatke 
ovog tipa: Za dana dva prirodna broja a. h 
treba naci njihovu najvccu zajednidku mjeru. 

I kako on glasi? 

Algoritam za rjesavanje bilo kojeg takvog za- 
datka mo2c se zadati u obliku ovakvog popisa 
naredbi: 

Naredba 1. Promatraj dva broja. a i h ; prijedi 

na sljedccu naredbu. 

Naredba 2. Usporedi brojeve a i b ( a < h. 

a = b. a 
naredbu. 


3. 


4. 


5. 


36-8 = 28: 8,28 




8 < 28 


3. 


28.8 


4. 


5. 


28 -8 = 20; 8.20 
8 <20 




3. 


20,8 

20-8 = 12 ; 8.12 


4. 


5. 




8 < 12 


3. 


4. 


12.8 


5. 12-8 = 4:8.4 

2. 8 >4 


3. 


4. 


5. 8-4 = 4; 4.4 

4 = 4 
K raj. 

A/(36,8) = 4 

Tu nemaS Sta da razmisljaS. Samo izvr§ava§ 
naredbe, radiS kao neki stroj. 

I mate pravo. I elektronidki radunski strojevi. 
kompjutori, kao i razliditi roboti. rade iskljudivo 
prema tod no dobivenim naredbama. Te 
redbe i nisu nisia drugo nego algoritmi posebno 
sastavljcni za strojeve, a nazivaju se programi. 

Strojevi, dakle, ne rade prema takvim algorit- 
mima pomodu kojih mi rjeSavamo zadatke. U 
demu je onda razlika izmedu algoritma i pro- 

grama za stroj? 

Razlika je u tome Sto su u program ima algoritmi 
raSdlanjeni na niz pojcdinadnih naredbi. Napri- 


/?): prijedi na sljedccu 




3. 


Naredba 3. Ako su promatrani brojevi jedna- 

ki. svaki daje traieni rezultat. 
Obustavi 


izraeunavanja. 


proces 

Ako nisu jednaki, prijedi na slje¬ 
decu naredbu. 


Naredba 4 Ako jc prvi promatrani broj manji 

od drugoga, zamijeni im mjesta i 
nastavi promatrati. Prijedi na slje¬ 
dccu naredbu. 

Naredba 5. Oduzmi drugi broj od prvoga i 

promatraj taj drugi broj i ostatak. 
Prijedi na 2. naredbu. 

Uuu .. pa to je ko' u vojsci. Same naredbe. 

Da. I ako ih lodno izvrSavate, dobit cete rjeSe- 

njc zadalka. Uostalom. i sami se u to uvjerite. 


na- 
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primijeniti i u rjcSavanju razlitilih logitkih za- 
dataka na kojima sc zasnivaju i nckc igrc. 

Koje igre? 

Rccimo, igra »Jcdanacsl Sibicu*. 

A kako sc to igra? 

Vrlo jednoslavno. Stavimu na stol jcdnnaest 
Sibica. a mogu bill i bilo koji drugi prcdmcli 
Igraju dva igraca. A i B. Prvi igrac uzima po 
volji jcdnu. dvijc ili tri sibice. Zatim drugi igrac 
uzima ism tako jcdnu. dvijc iii tri od prcoslalih 
sibica. Prvi igrac ponovno uzima jcdnu. dvijc ill 
tri Sibice ltd. Igru gubi igrat koji mora uzeti 
posljcdnju Sibicu. Pitanjc glasi: Mozc li prvi 
igraC, A. prisiliti drugog igraca. B. da uzmc 
posljcdnju sibicu i time izgubi igru? 

Kako hi ga mogao prisiliti na to? 

Pa tako da mu ostavi jcdnu Sibicu kad on bude 
na redu za izvlaccnjc. IgraC A mora, dakle. 
smisliti takvu strategiju. takav sustav 
odnosno izvlatenja da bude pobjednik. 

A postoji li takva pobjednitka strategija? 

Postoji. Analiza igrc pokazuje da igrac A mo£e 
prisiliti na to igrata B pti ovoni sustavu naredbi: 
1. Prva naredba: A uzima 2 sibice. 

. Sljcdcca naredba: Ako jc B prije toga uzco 
x Sibica (.v<3) a joS ih jc ostalo. A uzima 

v Sibica. I pridrzavajuci sc lih naredbi. 
igrac A dobiva igru. 

Ma. jc 1' to sigurno? 
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2S.I* 
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bl 
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Al 
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n 
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mjer. nas algoritam za rjeSavanjc sustava dviju 
jcdnadZbi s dvijc ncpoznanice izgleda ovako: 

c [ b 2 


c 2 b , 


x 


a\b 2 


a^b 


i 


— </ : C) 

a { b 2 — (i 2 b } 

U tim formulania imamo scst mnozenja, tri odu- 
zimanja i dva dijeljenja. Ako 2elimo program i- 
rati rjeSavanjc log sustava. program ce sadrza- 
vati 6 4-3 + 2+ I 

redba: obustavi 

toCno odredenim redoslijedom. 

Ku/imo stvar! Prva jc naredba pomnozi c, • b>. 
druga: pomnozi c 2 • />,. i tako redom Ako ncma 
programa, ncma ni rjeSenje. 

Naravno. Sve 

Ako imamo strojeve. oni ce sve radili. 
necemo morati uCiti matematiku. 

Ma ne has to, ali... 

Moderni ratunski strojevi imaju ogromne mo- 

guenosti. velikom brzinom izvrSavaju brojnc 

raCunske radnje za koje bi katkada tovjcku 

trebale godine i godine rada. Ali da bismo 

iskoristili sve njihove moguenosti, potrebno je 

vrlo veliko znanje matematike. Racunski ce 

vam stroj vrlo brzo rijcSiti zadatak same ako 

mu dadete polazne podatke, uvjctc zadatka i 

program. Stroj ima izvanredno pamcenjc, od- 

litnu memoriju, ali on ne mo2e misliti umjesto 
vas. 

Da I' se algoritmima i programima koristimo 
samo u matematici za rjeSavanjc zadataka ili i 
negdje drugdje? 

Primjenjuju se u najrazlititije svrhe u privredi, 
administraeiji. saobracaju, u gotovo svim pod- 
rut jima Ijudske djelatnosti. Algoritme mofce 


(«i t > 2 


<i : b , ^ 0 ) 


y 


naredbi 


- 12 naredbi (posljcdnja jc na- 
proccs). koje stroj izvrSava 


*> 


4 


mi se cini da stc vet pomislili: 

a mi 


Provjeritc sami u nekoliko igara. 
BaS da vidimo. L’zct cemo. 


naprimjer. ovako: 


A 11 A II 

1 3 2 


u\ 


n 






i 


a nakon toga ovako: 


A B 

ill 


A BAB 

3 1 1 


pa jos ovako: 


B 


A 


B 


.1 


B 


A 




3 I 
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Stvar no, drugom igracu 
sibica. 

I tako nam poznavanje tog algoritma 
rava pobjedu. 


uvijck ostajc jedna 


osigu- 


mo 


















BROJEVNI SUSTAVI 


Kako sc zove naS brojevni sustav u kojem 
zapisujemo brojeve i izvodimo sve ra£unske 
radnje? 

To je dekadski sustav. 

Za&to se zove dekadski ? 

Pa zato $to ima deset znamenaka. 

0,1,2,3,4,5,6,7,8, i 9... 

Upravo koliko je i prstiju na ruci. 


ZatoStosu ih u Evropu iz Indije donijeli Arapi. 

A kako su ljudi prije toga pisali brojeve? 

U Evropi su se brojevi zapisivali rimskim zna- 
mcnkama. a arapske su brojkc potisnule rimske 
tek oko 15. stolje<?a, mada ih jos i danas 
ponegdje upotrcbljavamo. Znale li pisati bro¬ 
jeve rimskim znamenkama? 

Znamo. Brojeve zapisujemo ovim znamenka¬ 
ma: 1-1.5- V, 10 - X, 50 - L, 100 - C, 500 
- D i 1000 - M. 


To£no. Rimskim znamenkama napiSite broj 25. 
Evo 


9 


0 


1 ) 


l 


% 


dvije desetice i petica, XXV 

Dobro. A broj 45? Izrecite i rijedima sve $to 
pi£e. 

To je ovako: XLV - dcsct, pedeset, pet. Deset 
je lijevo od pedeset i zato se oduzima. a pet je 
desno pa se pribraja. Je I' dobro? 

Otprilike. Nlalo tocmjc rekli bismo ovako: Ako 
manja brojku sloji ispred vece. oduzima sc od 


• « • 


7 


2 


3 


i 


Ha, ha, ha... Kakve vezc to ima? 

Kako da ne?l Dekadski se sustav i razvio 
povijesno iz brojenja na prste, a buduci da 
imamo deset prstiju, s vremenom su se ljudi 
navikli na upotrebu dekadskog sustava. 

Znadi da je dovjek imao npr. Sest prstiju na 
svakoj ruci, ... 

Vjerojatno bismo danas radunali u sustavu s 
bazom 12. To bi imalo i odredenih prednosti jer 
je broj 12 djeljiv sa 2,3,4 i 6 bez ostatka. a 10 
je djeljivo samo sa 2 i 5. 

Dakle, oduvijek se racunalo u tom sustavu? 

NipoSto. Vrlo je mnogo vremena proteklo dok 
su ljudi uo£ili prednost danaSnjeg zapisa bro- 
jeva i dekadskog sustava. Davne pretece 
menaka 1,2,3.4,5,6.7,8,9 nastale su u Indiji 
izmedu 3. st. pr. n. e. i 6. st. n. e., a iz njih su 
nastale i naSe dana§nje »indo-arapske« brojke. 

ZaSto »indo-arapske«? 


zna- 






nje. ako su isle vrijednosli ili jc manja iza vece. 
prihraja sc njoj. Vi$e od tri jcdnake znamcnke 
nikad nc slijede jedna do drugc. PiSemo napri- 
mjer: 

IV = 5 - 1 = 4. VIII = 5 + 1-1- 1 + 1=8, 

IX = 10- 1 =9. XL = 50-10 = 40. 

XC = 100 - 10 = 90, CD = 500 - 100 = 400. 

CM = 1000 - 100 = 900, 

MCMLXXXVII = 1000+ (1000- 100)+ 50 + 

+ 10 + 10+10 + 5+1 + 1 = 1987. 

Tu onda imamo i zbrajanje i oduzimanje. 


OdliCno. Pravi stc majstori u - crtanju. Buduci 
da se ovdje vrijednosti znamenaka 
zbrajaju, lakav sc brojni sustav naziva aditivni. 
S obzirom na to da u starih Egip£ana rcdoslijcd 
pisanja znamenki nijc bio bitan. to sc broj 123. 


crteia 


naprimjer. mogao zapisati ovako: 00(2 \11, 


Qf)f] in ili ovako: 111000. 


ovako: 

To jc bilo jcdnostavno, aii nc bas i praktiCno. 
Trebalo je punocrtati da bi sc zapisao neki broj. 

Tocno. A koliko su se tck morali namuciti da 
ukleSu broj u kamcn! Zapis brojeva rimskim 
znamcnkama mnogo je jednostavniji. ali ni on 
nijc pogodan. osobito nc za raCunanje. Problem 
zapisa vrlo velikih brojeva uz odredenu koli£inu 
razliCitih znakova (znamenki) rijeScn jc tck tzv. 
pozicionim sustavima , medu koje pripada i naS 
dekadski sustav. 

$to znaci pozicioni sustav? 

Pozicioni sustav je takav sustav u kojemu dopri- 
nos $to ga znamenka u brojei dajc ukupnoj 
vrijednosti brojkc ovisi o pozieiji, o mjestu te 
znamcnke u brojei. Naprimjer, u broju 777 
svaka znamenka, iako su sve istc. ima drukdiju 
vrijednost. 


Iako jc. I zato se taj sustav i zove aditivno-sup- 
traktivni (sabirno-oduzimajuci). 

I to su, znadi, bile prve brojkc. 

Nc, ne, bilo jc i zapisa brojeva starijih od 
nmskih. Stari su Egipcani upotrebljavali tako- 
der brojeve koje nalazimo uklcsane u kamenim 
ploCama iz tog vremena. 

A kako su izglcdalc njihovc brojkc? 

Dosta neobiino i originalno. Imali su posebne 
znakove za pojedine »istaknute« brojeve i nji- 
hovim su nizanjem oznadavali pojedine brojeve. 
A sam je sustav u biti dekadski. 

Kakvi su to bili znakovi? 

Izgledali su otprilikc ovako: 


v <s> a a © s@ oa 




Da. prva nam sedmica znadi stotice, druga 
deset ice. a tre^a jedinice. 


Tocno. Doprinos prve znamcnke zdesna jest i 
njezina vrijednost, doprinos druge znamcnke 
zdesna jest njezina vrijednost pomnoiena sa 

a doprinos trede znamcnke zdesna jest 
njezina vrijednost pomnoiena sa 10 : ( = 100) 
itd. Tako je 


10 , 


PokuSajte napisati tim znakovima broj 1987. 
Da vidimo kako bi to izgledalo 


7 • 10 : + 7 • 10 + 7 
U tom zapisu imamo zbrajanje i mnoienje. 

Stoga je na§ dekadski sustav tzv. aditivno-nuilti- 
plikativni sustav. Opdenito. svaki se prirodni 
broj n u dekadskom sustavu jednoznaCno prika- 
zuje u obliku 


777 
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4- a 2 • 10 : 4- a ] • 10-4- a 0 
d ^ 1 fln) 


• 1 O'" 4- 


0 


Dakle, 12ccmopisati 

1 ■ 2 3 4- I «2 a + 0-2* + 0 = (1100) 2 . 

Ovdje su nam za pisanjc broja 12 potrebne dak 
detiri znamenke. 

Da, Sto je baza manja. za zapis nekog broja 
potrebno je vise znamenaka, i obrnuto: za zapis 
istog broja vede baze potrebno je manje znako- 


i = 0,1,2.. .k 


! 


n = a 


a 


m 


• • • 


( 


12 


10 


i = 0.1,2,3...//? 


0 




r pA **■©/?■ 


So cje 
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vroeoim 
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A kako neki broj mo2emo najlakSe prcvesti iz 
dekadskoga u binarni sistem? 

Postupak jc vrlo jednostavan. Da dodemo do 
binarnog zapisa. broj postupno dijelimo bazom 
sustava u koji ga prevodimo. Dakle, Zelimo li 
binarni zapis, broj dijelimo sa 2. Ovako: 

2 ♦ 6 4- 0 k 
2 • 3 + 0 
2-14-1 
2-04- 1 

Dijeljenje se provodi sve dok kvocijent ne budc 
0, a ostatak 1. 

Tako srno dobili 12 = (1100) ; . 

Ostaci pri dijeljenju su znamenke broja u su- 
stavu s bazom 2. 

Tako radimo i pri prijelazu na zapis nekog 
broja u svakoj drugoj bazi. 

Da. Uostalom, odredite zapis broja 57 u sustavu 

s bazom 5. 

Da vidimo . 


p «% 


12 


A kad imamo decimalni broj? 

Ncma problema ni sa zapisom brojeva u deei- 
malnom obliku ako taj sustav na pogodan nadin 

proSirimo. 

Naprimjer. broj 0.234 zapisujemo ovako: 


6 


3 


1 


1 


! 


I 


0.234 


0 + 2 - 


4-3- 


t + 4 • 


3 


10* 


10 


10 


Doprinos prve znamenke desno od decimalne 
todke jest vrijednost te znamenke podijeljena sa 
10, doprinos druge znamenke desno od deci- 
malne’todke jest vrijednost te znamenke podije¬ 
ljena sa 10 2 itd. 

A je l‘ postoji jos neki pozicioni sustav osim 
dekadskoga? 

Svakako. U nadelu bismo ma koji prirodni broj 
m (//? > 1) mogli uzeti za bazu nekoga pozicio- 
nog sustava. No pri izboru sustava odnosno 
baze moramo imati na umu sljedede: u sustavu 
s bazom //? (m = 2,3,4...) potrebno je osim 0 
imati i //? — 1 znak za znamenke, dakle m 
znamenki ukupno. 

Uuu... to znadi da nam je, ako je baza 20. 
potrebno 20 znamenki. 

Da, i to baS nije praktidno. Danas se mnogo 
primjenjuje sustav s bazom 2, binarni sustav . 
jer je prikladan za elektronidke radunske stroje- 


• • 


57 = 5 • 11 4- 2 


5-2 


II 


+ 1 


“> 


5-0 4-2 


57 = (212) 


Je Idobro? 


5 


Provjerit demo: 

2*5 2 4- 1-5 1 + 2 = 2-25 4- 5 4- 2 = 50 4-5 4-2 = 57. 
Todno. 

Nadite jo§ i zapis broja 134 u sustavu s bazom 8. 
Evo ovako: 


134 


8- 16 4-6 
8*2 4-0 
8-0 4-2 


16 


■> 


134 = (206) 


- 


ve. 


Odmah cemo i provjeriti: 

2 • 8 2 4- 0 • 8 4- 6 = 2 • 64 4- 6 = 128 4- 6 = 134 
U redu je. Ali sustav s tom bazom se sigurno 
nigdje i ne primjenjuje. 

Kako ne? U mnogim suvremenim radunskim 

strojevima osim binarnog kao osnovnog, pri- 

mjenjuju se i brojevni sustavi s bazom 8 i 16. 

I o su tzv. oktalni i heksadecimalni brojevni 
sustavi. 

A koje su sve znamenke u sustavu s bazom 16 
kad imamo sarno 10 znamenki ? 


Zbog dega je prikladan? 

Zato sto ima samo dva znaka i tehnicki se lako 
ostvaruje. Naprimjer, struja ne tede (0) i struja 

tede (1), kombinaeijom tih dvaju stanja ostvaru- 
jemo svaki broj. 

Kako bi npr. u tom sustavu zapisali broj 12? 

Slicnim postupkom kao i u dekadskome, u 
kojemu piSemo: 12=1-10 4-2. U binarnom 
demo sustavu ma koji broj n pisati ovako: 

n = a k • 2* 4- a k 


a -1 


4 ... 4 Oj * 2“ 4- a j * 2 4- do 


•2 


s 
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U tom je sustavu uobifajeno da se osim zna- 
mcnki dekadskog sustava primjcnjuju i slova 
A.B'C.D.E.F kao znamenke. Tako sc prvih 16 
brojeva u hcksadecimalnom sustavu zapisuje 

ovako: 1.2,3,4,5,6,7,8,9./t.#,C.D.£,/\10. 

Ha, ha, ha... Zna£i da postoji i ovakav broj 
\A2B3C. 

Naravno. I pogledajmo koji je to broj u dekad- 
skom zapisu. Odredit demo ga ovako: 

1 • 16 5 4- A • 16 4 + 2 • 16 3 4 B • 16 2 4- 3 • 16 4- C. 

Daljc racunajte sami uzevSi u obzir da jc 

A= 10, B= 11 i C= 12. 

To £emo svakako izrafunati jer nas ba$ zanima. 
A kako se u tint sustavima brojevi zbrajaju. 
mno2e, dijele... kako se raiuna? 

Jednostavno. U naCelu isto, po istim pravilima, 
po istim algoritmima kao i u dekadskom susta¬ 
vu. Za svaki jc sustav potrebno samo znati 
odgovarajuce tablice zbrajanja i mnotenja. 

Je P to kao mali jcdanputjedan ? 

Da, upravo tako. I u dekadskom sustavu, da 
bismo mogli radunati, moramo znati tablice 
zbrajanja i mnoienja do 10 napamet. Takve 
tablice moramo znati i za ostale sustave u 
kojima ielimo radunati. 

A kako glase le tablice, rccimo, za binarni 

sustav? 

One su vrlo malenc. jer je i baza mala. Evo ih: 


1001 


+ 1101 


10110 


Rijefcima: 1 i 1 je 10. PiSemo 0, paintim 1. 1 
i 0 je 1, pi$em 1. 1 i 0 je 1, pi§em 1. 1 i 1 je 
10, piSem 10. 

Odredite sada koje su to brojke u dekadskom 
sustavu i provjeritc radun. 

Mo2e. Prvi je broj 

1001 = 1 • 2 3 4- 0 • 2 2 4- 0 • 2 4- 1 = 8+ 1 = 9 

a drugi 

1101 = 1 • 2' 4- 1 • 2 2 + 0 • 2 + 1 = 8 + 4 4- 1 = 13. 

A rezultat je 

10110 = 1 • 2 4 4- 0 • 2 3 4- 1 • 2 2 4- 1 *2 + 0= 16 4-44 

9 4- 13 = 22. Tofino. 

Dobro. JoS i pomno2ite 1001 • 1101 primjenju- 
juci tablieu mno2enja. 

Ncma problema! 


4-2 = 22 


1001 • 1101 


1001 


1001 


0000 


1001 


1110101 


Da vidimo koji jc to broj u dekadskom sustavu. 

1 • 2* + 1 • 2 5 + 1 • 2 4 4 0 • 2 3 4 1 • 2 2 4 0 • 2 4- 1 = 
=64 4- 32 4- 16 4-4 4- 1 = 117 
9- 13= 117 
ToCno je. 

Svakako. Ispisat du vam joS tablice zbrajanja i 
mno2enja za sustav s bazom 3, a za ostale ih 
sustave nadite sami i zabavljajte se rafunanjem. 


0 1 


0 1 


0 


0 1 


0 0 


0 


1 


1 10 


1 0 1 


I to je sve? 

Da. jer imamo sve sto je potrebno za racunanjc. 
Nadimo npr. u binarnom sustavu zbroj 
1001 + 1101. Postupit ccrno kao i u dekadskom 
sustavu, ovako: 


± |o 


• 1 0 1 2 

0 0 0 0 


l 2 


0 


o 1 


? 


i 


l 


1 


10 


0 1 


2 


1 




2 10 11 


■> 


0 2 


11 


K 




A f 1=5 

2. + 1 * 5 


r 


3 = 7 


5 


* 


'■4 +4 * ® 


a 


i 


c 


KlC* 
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DEFINICIJA 


Kvadrat je pravokutnik kojemu su sve stranice 
sukladne. 

Srednjiea trokuta je du2ina koja spaja poloviSta 
dviju stranica trokuta. 

Prim broj je prirodni broj ved od 1 koji je 
djeljiv samo sa 1 i samim sobom. 

Sto nam kazuju te izreke? 


opcenitiji. poznati pojmovi i nazivamo ih najbli- 
iim rodom. 

Aha, to je kao koSarka&ki klub u odnosu prema 
»Ciboni«. 

Moiemo red da je take. Daljc, u lini se 
izrekama navodi po Cemu se kvadrat razlikuje 
od ostalih pravokutnika. srednjiea od ostalih 
dudna i prim broj 

od drugih prirodnih brojeva. 

Da. Takove izreke nazivamo definieijama. Deft- 
nieijom se smatra izreka kojom se nedvosmi- 
sleno odredujc sadriaj nekog pojma. 

A taj se pojam objaSnjava nekim drugim poj- 
mom. 

Jest. Obja&njava se opdmitijim poznatim poj- 
mom. koji nazivamo najblizini rodom. i poseb- 
nom vrsnom razlikom po kojoj se taj pojam 
razlikuje od ostalih koji pripadaju istom najbli- 
2e m rod no m pojmu. 

Kutimo stvar. Evo naprimjer: Matematika je 
predmet kojeg daci ... 

Ostavite se tih svojih mudrovanja, vec obratite 
pa2nju na sljede^u definieiju i recite $lo je 
najbliii rod. a $to vrsna razlika: Tezisnica tro- 
kuta je duiina koja spaja vrh trokuta s polovi- 
Stem suprotne stranice. 


• ♦ • 


• • • 




One nam kazu ... $to je kvadrat, $to srednjiea. 
a Sto prim broj. 

Jest, ali na koji nadn? Uodte kako opisujemo 
kvadrat. 

Kao posebnu vrstu pravokutnika. 

A srednjicu trokuta? 

Kao posebnu vrstu dudna u trokutu. 

A prim broj? 

Kao posebnu vrstu prirodnih brojeva. 

Tako je. Pravokutnik u odnosu prema kvadra- 
tu, duZina u odnosu prema srednjici i prirodni 
broj u odnosu s prim brojem su malo §iri, 


V- 


v. 


o.- 


V <T 


/ V V 


J^c fini 

a J 


EX* x'; 

ye 


• ^ 






V* . 


. o 




/ / / * 
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1 toj jc definiciji duzina najblizi rodak, nee*., 
najblizi rod. a vrsna je razlika svojstvo te 
duzinc da spaja dvijc tocke trokuta, po Cemu se 
ona razlikuje od ostalih. 

Dobro. Razmislite i recite kako biste definirali 
pravokutnik. Koji je najblizi rodni pojam s 
obzirom na pravokutnik? 

Tot) je... Cetverokut. 

Hm... ima li ncki bli^i pojam od fcetverokuta? 
Ima ... paralelogram. 

Tocno. Dcfinirajte onda pravokutnik. 

Da vidimo. Najblizi rodni pojam je paralelo¬ 
gram, a razlika ... pravokutnik ima prave kuto- 
ve. Bit ce ovako: Pravokutnik je paralelogram 
kojemu su svi kutovi pravi. 

Dobro. Mogli smo cak reci i: ... paralelogram 
kojemu je bar jedan kut pravi. jer onda su mu 

i svi kutovi pravi. Pokusajte definirali i paralelo¬ 
gram. 

Nema problema. Paralelogram je Cetvcrokut 
kojemu su nasuprotne stranice paralelne. 

Odlicno. Kao sto vidite. definieijom se u maie- 
matici, a tako je i u ostalim znanostima. uvode 
novi pojmovi koji sc opisuju pomocu vec pozna- 
tih. A definieija bi. prerna pravilima starih 
logicara. trebala da bude valjana, biti primjerna 
definiranom pojmu. To znaci da ne smije sadr- 
zavati ni vi$e ni manje nego Sto je potrebno. 
Takoder se ne bi smjela kao poznatim koristili 
pojmom koji tek valja definirali. ill. prosto 
reieno ne bi sc smjela vrtjcti u krugu. 

Ha. ha. ha... Sto zna£i da se vrti u krugu? 

V'rtnja u krugu je naprimjer ovakva definieija 
prirodnog broja 2: *>Dva je kardinalni broj 






skupa svih dvoclanih skupova.« S obzirom na to 
da je dvoclani skup onaj koji sadrzi dva elemen- 
ta, proizlazi da broj 2 definiramo sa 2 i - vrtimo 
se u krugu. 

Tako, dakle. izgleda ta vrtnja. 

Da. Osim toga, definieija treba da bude iska- 
zana u najkracem mogucem obliku. a poZeljno 
je i da ne bude izreCena negaeijom. 

Kakva bi bila definieija negaeijom? 

Takve su naprimjer sljede<3e definieije to£ke i 
linije: »To£ka je ono Sto nema dijelova 
»Linija je du2ina bez Sirine 

Da r 
definirali ? 


«. 


«. 


se svaki pojam i svaki predmet mo2e 


Ne. oni najjednostavniji se ne definiraju. Ne- 
cemo npr. definirati toCku jer jc ne mo2emo 
objasniti jednostavnijim pojmom. Ako nedo- 
voljno poznajemo matematiku, bolje je da ne 
definiramo ni broj. PokuSajte, uostalom. defini¬ 
rati neke predmete iz svakodnevnog 2ivota npr. 
stol, kucu, klupu... i uvjerit eete se da bi se ti 
pojmovi samo zakomplicirali umjesto objasnili. 

Ba$ cemo pokuSati naci definieiju stola. 

I svakako mi recite kad je odredite. Idemo 
dalje. U matematiei katkada neki 

c ; cmo definirati 


0AC>NA | 


// 


pojam ne- 
pomocu najbliiega rodnog 
pojma vec samo izlaganjem najbitnijega. Kona- 
£an skup definirati cemo npr. ovako: 

Skup S je konaCan ako je prazan ili ako postoji 
prirodni broj n takav da je skup {1,2,3...//} 
bijektivan sa skupom S. 

Evo jo$ nekoliko definieija matematiCkih poj- 
mova. 

Kut koji je sukladan svom sukutu zovemo 
pravim kutom. 










Ureden par to£aka A % B zoveino vektorom. 
Pritom nije iskljuCcn sluCaj A = B. 

Za pravce p>q prostora kaiemo da su mimo- 
smjerni ako nc lc2e u istoj ravnini. 

Dio pravca koji sadrii dvije njegove tocke i svc 
todke tog pravca koje su izmedu njih zovcmo 

duZinom. 

Binarna operacija nekog skupa A je svaki dogo- 
vor, propis, zakon - oznaCimo ga rccimo, sa * 
- kojim sc za svaka dva element a v,v tog skupa 
u redu kojim su navedeni pridruzuje po jedan 
element z istog skupa; pritom sc pise: z — x *y. 

Stvarno, tu ncma najbliieg roda ni vrsne razli- 


Ako polukrug rotira oko svog promjera AB , 
nastaje kugla polumjera r 


! 


AB | (si. c). 


i 


Koje je osnovno svojstvo tih definieija? Sto 
one opisuju? 

Opisuju ... kako je nastao valjak, kut ili kugla. 

Imate pravo. Tc definieije objasnjavaju pred- 
met tako da izlazu proces kojim on nastaje, i 
stoga se zovu genettfke definieije. 

To je praktifno. Odmah se vidi i Sto i kako 

nastaje. 

ToCno. Idemo dalje. Recite, dime mjerimo 
masu tijela? 

Kilogramima. 

Dobro. Jedinica za mjerenje mase je kilogram. 
Kako ga definiramo? 

Kilogram je masa... 


ke. 


Tocno. Sada obratite paznju na ovu vrstu defini¬ 
eija: 

Rotacijom pravokutnika A BCD oko stranice 
BC nastaje tijelo koje se naziva valjak (si. a). 

Polupravac n okrece se u ravnini oko toCke A 
dok ne padne na polupravac b. Dio ravnine 
koju polupravac na taj na£in prelazi zove se 
kut. Polupravci a i b zovu se krakovi, a tocka A 
vrh kut a (si. b). 


...medunarodne pramjere kilograma. Jedno- 
stavno refeno, ljudi su se dogovorili i rekli: 
neka masa ovog utega bude jedinica za masu i 
nazovimo je kilogram, lsto tako, dogovorom su 
definirane i ostale jedinice: za duljinu 
za vrijeme - sekunda, za teniperaturu. za jakost 
struje itd. Takve definieije u kojima je nckom 


nietar. 


odredbom ili konveneijom odredeno sto neki 


predmet ili termin treba da znaci. nazivaju se 


konvencionulne definieije. 


Ali takvih definieija ncma u matematici. 


Ima. kako da ne! Navcst eu vam nekoliko 


primjera konvencionalnih definieija u matema- 


A 


a) 


c) 






<b 


I 


m 7 
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tici. Pri vrtnji ili rotaciji razlikujemo npr. pozi- 
tivni i negativni smisao vrtnjc. Prcma definiciji, 
pozitivni smisao vrtnjc je onaj koji jc suprotan 
gi ban jn kazaljke sata. 


y = a + ( 


y) 


\ 


definieija oduzimanja dvaju brojeva 

0 = card 0. I = card {()} 2 = card {(). 1} 

dcfinicije prirodnih brojeva 0.1.2. 


• * • • 


Ipak. mi vise volimo dcfinicije rijecima. 

Vjerujem, jer te su definieije razumljive i onima 
koji nedovoljno znaju jezik matematike. 

Dobro, sad nam je jasno da definieiju mora$ 
znati da hi razumio o demu je rijed. 

Svakako, potrebno je i korisno poznavati defini¬ 
eije. Ali jo§ jc va2nije shvatiti suStinu pojma, 
pa makar samu definieiju i ne znali posve 
preeizno izredi. Jer i izbor definieija donekle je 
subjektivan, stvar ukusa, a za mnoge se poj- 
move mogu izreei i razlicite definieije. One su 
obidno jednakovaljane a katkada i nisu. 

Kako to? Zar se jedan pojam moie definirati i 
na viSe nadina. 

Naravno. Istina, za neke pojmove postoji samo 
jedna definieija, no mnogi se pojmovi mogu 
definirati na vise nadina. a mi izaberemo defini¬ 
eiju koja nam najviSe odgovara. 

Kako izglcdaju te paralelne definieije? 

Promotrimo npr. definieije, kuta. Jednu 
nazvali genetidkom i ved smo je upoznali 
jo§ nckih: 

a) Kut je figura koja se sastoji od dva polu- 
pravea sa zajednidkim vrhom. 

b) Kut jc dio ravninc izmedu dva polupravca 
koji imaju zajednidki vrh. 

c) Sustav od dvije zrake g 
iste todke A zoveino kutom: < (g A ,h A ). A 
zovemo vrhom kuta, a zrake g A i h A njego- 
vim krakovima. 


Znaei. dogovoreno jc Sto jc pozitivno, a 5to 
negativno. 

Tako je. I prazni je skup (znak 0) definiran kao 
skup koji ne sadrzi nijednog elementa. Prema 
tome, definieijom je odredeno $to termin 
skup treba da znaei. Isto tako definiramo npr. 

1 (ditamo: nula faktorijela je jedan). I tim 
dogovorom. tom definieijom dajemo znadenje 
simbola 0! Dakle, i u mateinatici postoje kon- 
vcncionalne definieije. 

Uh. sto je puno tih definieija! 

Da. ima ih dosta. ali su i podrudja u kojima ih 
primjenjujemo vrlo raznovrsna, pa ne bi bilo ni 
dobro da su sve oblikovane na isti nadin, da su 
ukalupljene. Napomcnimo takoder da ni medu 

logicarima koji se have proudavanjem definieija 
ne postoji suglasnost ni o samoj prirodi definiei¬ 
je. m o njihovoj podjeli. Razliditi ce ih logidari 
podijeliti na razlieite na£ine. A kako je ovdje 
rijed o matematiei, navedimo jo$ jedan 
zapisa definieija u matematiei. 

Kakav je to zapis? 

lo je lako pretpostaviti. Matematieari ne bi bili 
matemalidari kada dcfinicije 
formulom. 


prazm 


0 ! 


smo 


. a evo 


nadin 


i h , koje izlaze iz 


ne bi zapisivali i 




Kako se definieija moze zapisati formulom? 


Jednostavno. Umjcsto da naprimjer kruinicu 
definira izrekom: kruinica 






/ 




je skup to£aka u 

zadane to£kc 
ako ne 2cli mnogo 




ravmni kojima je udaljenost od 
( S ) stalna, matematiear cc. 






• i 


t \ 


govoriti, samo zapisati 




. \ 


k(S,r) 


(Te M:d(S. T) 


r) . 


Naravno, 

dane ravninc. 
dok je /• pozitivan realm broj. 

Oni sve vole kratko i bez mnogo pride. 

Da, kratko i preeizno. Evo joS nekoliko defini¬ 
eija zapisanih formulom: 


sa M jc oznaden skup svih todaka 

a / je bilo koja todka ravninc. 


d® Nek i f>°jmov (popu+ 

se de/imrA ju /te vise. 

n dc in 6 rJ! 


A U /y = (x:x e A ili a e fi) 
definieija unijc skupova A i fi 


zvu 




2K 





cl) Dva polupravca x. y s istom rubnom todkom 
0 dijele ravninu na dva dijcla. Svaki sc dio 
zove kut. K.ut je trojka (.v,\\jr<)) koju dine 
dva polupravca sa zajednidkom rubnom tod- 
kom i jednim od dva dijela ravnine koju 
odreduju ti polupravci. 

e) Rotacijom oko svoje podetne todke zraka 
opisuje lik koji zovemo kut, a bilo koja 
njezina todka, osim podetne, pritom opisuje 
lik koji zovemo luk. 


g) Neka su A,BX bilo kojc tri dane nekoli- 

nearne todke prostora. Pre'sjek (zajednidki 

dio) poluravnina ,T] i zr 2 zovemo kuiom i 
oznadujemo ga sa < MAC ili < CAB. 

h) Ureden par polupravaca (a',,a- 2 ) s vrhom u 
todki 0 oznadavamo sa < (x x Oxi) i nazivamo 
kutom u todki 0. 

i) Klasu svih ckvivalentnih urcdenih parova 
polupravaca nazivamo kutom s vrhom u 
todki 0. 

Tolike, dcfinicije ! I sve su dobre? 

Jesu, iako svaka od njih ima svoje prednosti i 
nedostatke. 

A kako onda znati koju od njih prihvatiti? 

To ovisi o onomc tko je i za Sto primjenjuje. 
Ovisi o piscu knjige, udibenika, dlanka, o 
njegovim glediStima na gcometriju, o prcdavadu 
matematike, o razini na kojoj predaje ili piSe. 


o 


• • • 


Sto to znadi? O kakvoj je razini rijed? 

Drukdije demo objaSnjavati i dcfinirati pojam 
kuta npr. u niiim razredima osnovne Skole. 
drukdije, malo preciznije, u viSim razredima. a 
joS stroze se moiemo izraziti u srednjoj skoli i 
na fakultetu. Bilo hi svakako najboljc kada 
bismo uvijek mogli dati preciznu, strogu defini- 
ciju ma kojeg pojma, no ona desto ima ipak 
jednu manu - te^ko je razumljiva. Stoga je 
bolje da ponekad upotrijebimo ncku manje 
preciznu ali razumljivu definiciju. 

E tako i treba, jer za nas je i to dovoljno, a 
koga ba$ jako zanima. neka se zabavlja s onom 
strogom. 

Slaiem se. 


f) Kut <(//,A) ili < (A./i) jest par Sto ga tvore 
dva razlidita polupravca It i A koj» imaju 
zajednidki podetak 0 i ne pripadaju istom 
pracu. Todka 0 zove se vrh. a polupravci h i 
A krakovi promatranog kuta. 
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FUNKCIJA 


Pojam funkcijc, pridruiivanja ili preslikavanja 
sredemo ne samo u svim podrudjima matemati- 
ke, ve£ i u svakodnevnom iivotu. Da li biste 
znali navesti nekc primjere pridruiivanja iz 
iivota ? 

Znamo, Na primjer: 

svakom automobilu - njegov registarski broj 
svakoj driavi - njezin glavni grad 
svakoj kuci - kucni broj 

svakom £ovjeku - imc. 

Dobro. A primjeri iz matematike? 

Moze i to: 

svakome prirodnom broju - njegov kvadrat 
svakoj kru2nici u ravnini - njezino sredi$le 
svakom trokutu - njegov opseg 
svakoj duzini - njezin mjerni broj. 

U redu. Poznato je da: 

svakom automobilu pripada samo jedan regi¬ 
starski broj 

svakoj drzavi pripada samo jedan glavni grad 
svakom Covjeku pripada samo jedno imc 
svakoj duzini pripada samo jedan mjerni broj 


jim se svakom clementu prvog skupa pridruzuje 
jedan i samo jedan element drugog skupa. 

I takvo pridruiivanje zovemo funkcijom? 

Da. Uvijek kada imamo dva neprazna skupa A 
i B i kada je svakom clementu x iz A (x e A) 
pridruzen samo jedan element y iz B (yeB). 
kakmo da je zadana funkcija / na skupu A s 
vrijednostima u skupu B. 

A kako se to oznadava? 

Funkciju obicno nznaCavamo malim slovima: 
ovako: 


Da je / funkcija sa A u B. piSemo 


♦ • • • 


f:A — B ili A -±B. 


a fit a mo: / je funkcija sa A u B. 

To shematski najCesce prikazujemo ovako: 


itd. 


Svakom clementu x iz A pripada njegova vrijed- 
nost f(x) iz B. a to se pise: a—»/(.y). Ka2e se 
jos i da je svakom clementu .v pridruzena 
njegova slika f(x). No treba znati i sljedcce: 
Skup svih elcmenata iz B koji su (u odnosu 
prema funkciji f:A—*B) slika barem jednog 
elementa iz A oznacu je se s f(A ) i zove podruOje 
vrijcdnosti /: A —* B. 


U navedenim primjcrima imamo dakle dva 
skupa i odredeni postupak, pravilo. zakon ko- 


? 


r- 


* 


0X6 


°o o 


ncti 


r 












3P 


ZK8 


O 






Ako je f(A) = B tj. ako je svaki element iz B 
slika barem jednog elementa iz A kazemo da 
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funkcija/preslikava A na titav B ili krece na B 
(vidi surjektivno prcslikavanje str. 33) 


je skup realnih brojeva, i to je prcslikavanje sa 
skupa R u R. S obzirom na to da pri izracunava- 
nju vrijednosti funkcije x mo2e biti ma koji 
element iz domene, v £esto nazivamo i nczavi- 
snom varijablom, a f{x)-y je vrijednost fun¬ 
kcije/za x , a naziva se i zavisna varijabla. 

Jer ovisi o tome kakav je x. 

Tako je. Idemo daljc. Za kvadratnu funkciju 

y = x 2 x je ma koji realni broj, dakle domena 

je skup realnih brojeva, kodomena je takoder 

skup R. a skup vrijednosti je skup nenegativnih 
realnih brojeva. 

To znati pozitivni realni broj ili nula. 

Da. Recite, sto je domena funkcije zadane 
formulom za povrSinu kruga P = rjr ? 

Polumjer mora biti pozitivni realni broj. Skup 
tih brojeva je domena, a kodomena je takoder 
skup pozitivnih brojeva. 

Prcma tome, ova funkcija preslikava sa skupa 

u R , a isto je i s funkcijom zadanom 
formulom 0 = 4a. 

Domena funkcije y 
brojeva osim... 

...broja 1. 

Tako je. Jer za x = 1 imali bismo y 

dijeljenje s nulom nije definirano. Prema tome, 
domena je skup R \ {1}, a kodomena je skup R 

Idemo dalje. Funkciju mo2emo zadati i tabli- 
com, npr. ovako: 




f 


B 


f- J 


J(x) 


r/j 


t(AJ 




Da 1 skupovi A i B imaju i neka posebna 
imena? 

Naravno. Skup A naziva se i podrufje definicije 
funkcije, ulazni skup ili domena, a skup B je 
izlazni skup ill kodomena. Moramo to£no znati 
sto je domena a sto kodomena svake funkcije. 


* • 


v/CtJfP 


R f 


(i 


I 


je skup realnih 


Mogu ii to biti i isti skupovi? 

Kako da ne! To je dapaCc. vrlo cesto slucaj. 
Tako npr. kod funkcija 
rotacija, translacija, simetrija. 

kavanje 

funkcije redovno funkcije sa skupa realnih bro¬ 
jeva u skup realnih brojeva. 

Kad zadajemo funkciju, moramo, znati, uvijek 
reti kako se dementi jednog skupa pridruzuju 
elementima drugoga. 

Mo2emo, ali ne moramo. Funkciju. naime, 
moiemo zadati na razlitite nacine: 

a) rijetima, 

b) matematickom formulom ili jednad2bom, 

c) tablicom, 

d) slikom ili grafom. 

Zadavanje funkcija rijetima vec smo upoznali. 
Takvo je zadavanje kad npr. kazemo: Svakom 
Covjeku pripada njegovo ime, svakoj dr2avi 
pripada njezin glavni grad 

...a svakom udeniku oejena iz matematike. 

I ako je. Navedimo sada i nekoliko primjera 
zadavanja funkcije formulom odnosno jednadi- 
bom: 


.v — 1 


u geometriji a to je 

.. imamo presli- 
ravnine u ravninu dok su algebarske 


1 


.i 


0* 


3 




1 




3 


\ 


fix) I 0 


27 I -8 


8 


I 


Sto je ovdje podrudje definicije funkcije a §to 
je podrudje vrijednosti? 

Podru^je definicije jee... pa to je skup 

2, - 1.0,1.2, 3}, a podruCje vrijednosti 
je skup {0,27,-8, l,-27,8,- 1}. 

Tako je. Navedenom je tablicom funkcija / 
potpuno definirana. 


{-3, 


• • • 


z* V 

O \JO M€ TU 

* ICS off 


ir 


fix) 


3a ili y = 3a', y = x (povrsina 

4// (opseg kvadrata i 


I 


^ . 


kruga) y = 
romba) itd. 

Pogledajmo odmah §to su u tim primjerima 

a Sto kodomene. U funkeiji y = 3x, x 
je ma koji realni broj, a vrijednost funkcije je 

3 puta veci broj. Dakle, i domena i kodomena 


() 


! 


v 


domene. 


// 


// 
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Zar nije prakti£nije funkciju zadati formulom 
nego tablicom? Onda nc moramo pisati sve 
elemente domene i kodomene. 

Da, praktidnije je, ako je moguce. No mjerimo 
li temperaturu ili neku drugu velidinu, npr. 
svaka tri sata, odgovaraju£u funkciju koja pre- 
do£uje ovisnost temperature o vremenu mo¬ 
ramo predoCiti tablicom ili pak grafom. jer nam 
u tome ne pomaZe nikakva formula. 

U redu. A kako se funkcija zadaje grafom? 

Pokazat £u vam na primjerima. 


A 




ZnaCi li to da su ti parovi elementi funkcije? 


i 


Da, i piSemo (x,y)ef. Naprimjer. za funkcije 
/(a) = 3a parovi su obiika (a, 3a), za kvadratnu 


Graf puta (s) ito ga tijclo prijcdc 
za vrijcmc (/) uz Malnu bmnu 


Graf titranja Zcmljinc kore na 
sctzmografu 


v*/ 


x 2 parovi su obiika (a,a : ). 


funkciju y 


a za 


funkciju y = 2 a : 


obiika 


A'+ 1 


Pogledajte pazljivo i recite koja je osobina 
funkcije zadane ovakvim grafom. 


parovi 


su 


(a.2a : 


a + l) itd. 


A zaSto dva para ne smiju imati isti prvi ele- 


y 


merit? A Sto ako ga imaju? 


Jer, prema definiciji funkcije (...svakom ele- 
mentu domene pridruien je samo jedan element 
kodomene) taj skup nije funkcija nego - relacija 


f(xj 


f(x:) 


(vidi str. 97). 




X, 


Evo kako izgleda graf Cija dva para imaju 


jednak prvi element. 


Pa tu je svakom a-u pridru2ena ista vrijednost 
funkcije. 

Jest. I takva sc funkcija naziva konstantom. 
Ka2cmo da je funkcija f :X—*Y konstanta ako 
svakoj vrijednosti domene odgovara jedna je- 
dina vrijednost funkcije. Konstanta je npr. fun¬ 
kcija /(a) = 3. 

Svakome rcalnom broju pridruien je broj 3. 

Tako je. Za ma koji a, /(a) = 3. Dakle toj 
funkciji pripadaju npr. uredeni parovi: (0,3). 

, (19,3) ... 

- Prvi £lan para je bilo koji broj, a drugi clan je 3. 

- Da. Uostalom, matemati£ari funkciju i najdeSce 
definiraju pomocu uredenih parova. 

- ZaSto pomodu parova? 

- Zato Sto je ta definicija vrlo precizna. Naime, u 
2elji da izbjegnu rijedi postupak, proces, pravi- 
la, zakon, koje i nisu strogo matematidke, oni 
za funkciju rado ka£u ovako: neka su A i B dva 
neprazna Skupa. Funkcija / je skup uredenih 
parova (A,y) takvih da je a element skupa A 
(a € A) i y element skupa B (y e B), a dva para 
u / nikad nemaju jednak prvi element. 


> 


A(x,y) 




B(x,y } ) 


Toeka A ima koordinate (.v.y,), a to£ka B ima 

koordinate (a. v : ). Prvi su elementi isti. a drugi 
razlidti. 

Tako je. Obratite sada painju na funkciju 
predodenu ovim erteiom. 




(-5,3), 


Kakvo je ovdje pridruiivanje medu elementima 
domene i kodomene? 
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Tu je svakom elementu domene pridruZen je- 
dan jedini element kodomene, a domena i 
kodomena imaju jednako mnogo elcmenata. 

Jest. Takva funkcija koja razliCitim elementima 
domene pridruzuje razlicite elemente kodome- 
ne. a u kodomeni nema nepridruZenih elemena- 
ta. naziva se bijektivna funkcija ili hijckcija. Za 
bijektivne skupove kaZemo da su ekvipotentni, 
da imaju istu potenciju, a to znaCi da imaju 
jcdnak broj elcmenata odnosno jednake kardi- 
nalne ili glavne brojeve. 

To je pridruZivanje po pravilu 1 

ToCno. Jedan element domene i jedan element 
kodomene. Bijektivno pridruZivanje moZemo 
npr. uspostaviti i niedu parnim i prirodnim i 
medu prirodnim i racionalnim brojevima, a 
bijektivno je preslikavanje i preslikavanje du- 
2ine AB na duZinu CD projiciranjem toCkom S. 


A kad bismo sedam bombona podijelili na 
Cetvero djece? Kakvo je to preslikavanje? Je li 
i to neka funkcija? 

Jest. I podjelu bismo mogli izvrSiti npr. ovako: 


1 . 


Neka su djeca dobila viSe bombona. 

Pri tom su pridruzivanju »prekriveni«, dakle, 
svi dementi kodomene. a dva ili vi$e elcmenata 
domene mogu biti pridruzeni istom elementu 
kodomene. KaZe se i ovako: za svaki element v 
kodomene postoji element x domene takav da 
je f(x) = v. Takvo se preslikavanje zove surjek- 
rivno preslikavanje ili surjekeija. 

Je li vam sada jasno u Cemu je razlika izmedu 
tih funkcija? 

Da. Evo ovako: Injekcija je pridruZivanje u 
kojemu razlidtim originalima pripadaju i razli¬ 
cite slike. 

Tako je. 

Ako u kodomeni nema ncpridruZenih slika, 
odnosno elemenata, funkcija je surjekeija. Bi- 
jekeija je funkcija u kojoj razliCitim originalima 
pripadaju razliCite slike, kao i u injekeiji, 

kodomeni nema ncpridruZenih slika kao ni u 
surjekeiji... 

To kraCe kaZemo: funkcija je bijekeija ako je 
injekcija i surjekeija. 

Stvarno... To je bar lako upamtiti. 

Svakako. Pogledajmo sada neka preslikavanja, 

a vi recite je li rijeC o bijekeiji, surjekeiji ili 
injekeiji. 


A kako izgleda preslikavanje koje nije bijektiv¬ 
no? 

Evo, npr. ovakva preslikavanja nisu bijekeije. 
OpiSite ih. 


a u 


B 


- Pa to je takoder pridruZivanje po pravilu 1 — 1, 
ali u kodomeni nisu »potro$eni« svi dementi, 
ima i ncpridruZenih. 

- lako je. Tu su, dakle. razliCitim elementima 
domene pridruzeni razlidti dementi kodomene. 
ali u kodomeni ima i ncpridruZenih elemenata. 
Takvo je npr. dijcljenje Cetiriju bombona 

. sedmero djece tako da nijedno dijete nc dobije 
vi$e od jednog bombona. 

I tri su djeteta ostala bez bombona. 


na 


PoOno. I takvo se pridruZivanje, za koje vrijedi: 

x*x' onda je /(*)#/(*'), tj. ako se 

u razli- 

. naziva injektivnom 


ako je 

razlidti dementi domene preslikavaju 
. Cite elemente kodomene. 


funkeijom ili injekeijom. 


















Nije naravno m bijekcija. 

Tako jc. Idemo daljc. Pogledajmo kakva je 
funkcija zbrajanje u skupu N„. Pazite, zbrajanje 
jc funkcija koja svakom paru (x,y) prirodnih 
brojeva pridruZuje prirodni broj z, dakle fun¬ 
kcija s N 0 x N 0 u N 0 . 

Dobro. Najprije demo to nacrtati .... 
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N 0 xN 0 


", 


( 1 . 1 ) 


2 


l 


( 1 . 0 ) 


(2;» 




( 1.3 




o°o«.2) 


i 


o o 


(?. 


s 


°/cw 




Ovdje u kodomeni nema ncpridruzenih eleme- 
nata, pa je to surjckcija. 

Imate pravo. A je li i injekcija? 

Nije, jcr se razliditi dementi domene ne presli- 
kavaju uvijek u razlidite elemente kodomene. 
Naprimjer (2,2)*-^ 4 aii i (1.3)»-*4. 

A takoder i (3,1) »-*4 i (0,4)»-»4. 

Promotrite jo§ funkciju definiranu u skupu real- 
nih brojeva sa y - lx -f 1. 

To je lako. Elementi te funkcije su parovi 
oblika (x,2x + 1). npr. (0,1), (1,3), ( - 1, - 1), 

.. Razliditim prvim dlanovima pripadaju 

razliditi drugi dlanovi, dakle funkcija je injekci¬ 
ja. A kako u kodomeni nema nepridruienih 
slika, funkcija je surjckcija. 

A funkcija koja je injekcija i surjekcija... 

Jeste i bijekcija. Odmah demo je i nacrtati. 


Nema problema. 

Nadam se. Najprije kvadriranje u skupu prirod¬ 
nih brojeva. Dakle, kakva je funkcija/: N—»N, 
zadana sa /(.v) = x 2 (x e N) ? 

Da vidimo. To je funkcija diji su elementi 
parovi oblika (*,jr), npr. (1,1), (2,4), (3,9), 
(4,16)... Razliditim elementima domene pripa¬ 
daju i razlidite slike. To je injekcija. 

Jest. A je li i surjekcija? 

Nije, jer u kodomeni ima i nepridrufccnih elc- 
menata. Tako npr. brojevi 3,7,11,... nisu kva- 
drati nijednog prirodnog broja. 

Todno. I poSto ta funkcija nije surjekcija... 




U redu. Vidim da vam je pojam funkcije jasan. 
Kako pojam? Pa znamo mi ... 
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HOMOTETIJA 


E, to je neSto zapctljano. 

ZaSto? 

Kakav Sudan naziv! To no moZe biti jednostav- 


Tocku O nazivamo srediStem homotctije. 


A 


no. 








Mok, kako no! Uostalom, pogledajte. 




n k 






* 












« 






K 






AS jc neka duZina, a A'B' njezina homoteticna 
slika. Izmjerite duljinu duZina OA i OA' tc OB 
i OB'. Sto zakljuSujete ? 

Izmjerili smo. OA' i OB' su dvostruko vece od 
duZina OA i OB. 

Jest. Sloga i kazemo da je u tom sluSaju 
koeficijent homotetije k = 2 tiz zadano srediSte 
homotetije O. 

Taj nam broj kaze koliko je puta slika veca od 
originala. 

Tako je. Odnosno, malo tocnije: koeficijent 
homotetije k je broj razlicit od nule koji odre- 
duje koliko je puta »slika« veca ili manja od 
originala i s koje se stranc srediSta homotetije 
nalazi. 

Kako s koje strane? 

Lijepo. Ako je koeficijent homotetije k negati- 
van broj, to znaci da su slika i original s 
razliSitih strana srediSta homotetije. 












•J 
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• • • 














I / 
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Uuuu... al* ga jc poSpric’o! 

Jest. Taj bezobzirni vozaS nacinio je na zidu 
svojevrsnu homotetiSnu sliku dovjeka. 

Ako je to homotetija, problema nema, jer to 
bi’ i mi ... 

Znam da biste i vi to znali napraviti, no necemo 
se ipak baviti takvim »preslikavanjem« nego 
cemo se pozabaviti geometrijskim znaSenjem 
homotetija. Sada promotrite ovu sliku: 














i 


k 




i 




| OA'\ = 2 \OA 

OB' | = 2- | OB | 
A'B’ = 2-AB 




I 


I 
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E sad nam je jasno. 

PoSto smo upoznali koeficijent i srcdiStc homo- 
tetije te njihovo znacenje. vjerujem da detc 
lako odgovoriti na sljedecc pitanje. Kakva je 
slika u odnosu prema originalu ako je koefici¬ 
jent homotetije A = 1 uz zadano srediSte homo- 
tetije Ol 

Da vidimo. Koeficijent k nam ka£c koliko je 
puta slika veca iii manja od originala. Ako je k 
pozitivan, slika i original su s iste strane sredista 
homotetije, a ako je k = 1, slika nije ni veca ni 
manja... iste su. 

Tocno. Ako jc A: = 1. slika i original se poduda- 
raju, padaju zajedno i stoga ka2emo da jc 
homotetija sa k = 1 identiteta. 

Sto to znadi? 

Naziv dolazi od latinske rijedi identitas (idem 
= isti), koja oznadava potpunu jednakost, isto- 
vjetnost. Evo npr.’identidnog preslikavanja du- 
2ine All. 


u tocki O. Pogledajmo sada sto se zbiva s 
pravcem pri homotcticnom preslikavanju. Za- 
dajmo proizvoljni pravac p, srediSte homotetije 
O i koeficijent A = 1.5. Odredimo homotetidnu 
sliku pravca p. 


Aaa ... kako demo je odrediti? 

To jc bar jednostavno. Znadete li odrediti 
homotetidnu sliku todke? 

Znamo. 

A s koliko je todaka odreden pravac? 

S dvije. 

I ako je. Stoga na zadanom pravcu p proizvolj- 
no odredimo dvije todke, A i B , i nadimo 
njihovc homotetidne si ike A' i /?'. Zatim tod- 
kama A ' i B ' povudemo pravac, oznadimo ga sa 
p i - gotovo. 

Ako je tako, nema problema. Evo... 


Kaiemo da je du2ina All identidna duiina 
AB\ a to zapisujemo AB = A’ll' (znak = 
ditamo: identidki jednako). 

Nema problema. 

Nadam se. A kakva je slika u odnosu prema 
originalu ako je koeficijent homotetije A 

Onda jee ... slika jcdnaka, al’ lezi s druge 
strane sredi&ta homotetije i izgleda ovako: 


I ? 


A = 1.5 

| OA'\ = 1.5- | OA | 
\OR'\= 1.5-1 OB I 


\ 


/ 


I 




A 


SUfcA 3t \ 


U l 


Vidimo da homotetija preslikava pravac u pra¬ 
vac. Nacrtate li pak dva usporedna pravca. 
vidjet dete da su njihovc homotetidne slike 
takoder usporedni pravci. 

BaS demo provjeriti. 

A sada nadite homotetidne slike trokuta ABC 
ako je zadano srediSte homotetije, a koeficijenti 
su A = 2 i A 




A 


STRAPS 


1. 


NTRA LN/A 


A 




B 


0 9 


Jest. Slika je jednaka i 
...obrnuta. 

Da. I upamtite da se takva homotetija sa 

1 naziva i centralna simetrija sa srcdi§tcm 


Da vidimo kako to izgleda... 
Gotovo! BaS smo majstori. 


A 
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Pa o njoj smo bar svc rckli. $to tu ima joS da 
se kaie? Mo2da smo za slidnost malo i fulali, ali 
o homotctiji znamo. 

Vjcrujem, no jo$ jedanput ukratko ponovimo 
najvainije. Homotetija je prcslikavanje ravnine 
u samu scbc, a definirano je ovim postupkom: 

neka je O todka ravnine M ... 

...to je na$ papir na kojem piSemo 

Da, papir ili ploda... a T je bilo koja todka te 
ravnine razlidita od todke O (Sto zapisujemo 
ovako: 7'e A/, I'^O). Za realan broj k razlidit 
od nule na pravcu koji prolazi todkama O i T 
todki T pridntf.ujemo todku T takvu da je 
udaljenost OT = k • OT. Ako je k > 0 (ditamo: 
k vedc od nule), todke T i T nalazc se s iste 
strane todke O. Takoder je O' = O. Sa 

h (T) definirana je funkcija sa M u XI , koja 
se zove homotetija. Koeficijent homotetije h je 
k . a O je srediSte homotetije. 


Promotrite pailjivo 5to je s kutovima pri homo* 
tetidnom preslikavanju? 


• • ^ 


Oni suu ... Pa jednaki su. 

Da, ti su kutovi jednaki odnosno, todnije, 
sukladni, jcr homotetija duva velidine kutova. 
A sukladnost kutova posljedica je paralelnosti 
pravaca na kojima le2e odgovarajuce stranice 
trokuta (AC, A'C, A"C' itd.) 

Kad u kinu gledamo sliku na platnu je I' i ona 
homotetidna onoj na filmskoj trad? 

Naravno. Isto kao i pri projiciranju na dijapro- 
jektoru. Vidjeli smo da se homotetijom udalje- 
nosti »produiuju« ili »skraduju«. A kakvog su 
oblika original i slika? 

Pa istog su oblika. ali razlidite velidine. Kaoo ... 
golublje i kokoSje jaje. 

Tako otprilike. I zato ka2emo da su homotetidni 
likovi slidni ... 

A slidni su homotetidni. Sve ved znamo. 

Bogme niste pogodili. Jer homotetidni likovi su 
i slidni, a slidni likovi mogu ali ne moraju biti i 
homotetidni. 

Ma kako to!? ZaSto slidni nisu i homotetidni? 

Tom ste svojom upadicom samo pokazali i 
dokazali da vam ba§ nije jasan pojam slidnosti 
u geometriji. I kada ga upoznate, bit de vam 
razumljivo da slidni likovi ne moraju biti i 
homotetidni, naravno ako dotada ne zaboravite 
Sto je karakteristidno za homotetidne likove. 
No ostavimo sad to i radije malo preciznije, 
kako to matematidari vole, recimo §to je homo¬ 
tetija. 


T 




* 


V 


* 
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Jeste li razumjeli tu definiciju? 

Paaa ... jesmo, ali moglo bi se redi i krade i 
lakSe ... 

Kako? 

Naprimjer ovako: homotetija ti je kad ... je 
slika veda ili manja od originala, ima isti oblik. 
a nalazi se s jedne iP druge strane srediSta. Je 1’ 
dobro? 

Hmm, hm ... nije baS todno ... no mo2ete i to 
pamtiti. samo ipak radije ne govorite tu »defini- 
ciju«. 
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IZOMETRIJA 


Pogledajmo sljedeca preslikavanja. 


Ovako ... Najprijc hi* todkom T povukli pravac 
okomit na os s % onda bi' §eslarom prcnijeli 
du2inu ST na drugu stranu i dobili T'. 


s 


_ A 


h B‘ 


M 


Dobro. Duzinu ST moiemo, naravno, prenijeti 
i ravnalom. Vaino jc da je toCka T' udaljena od 
osi isto toliko koliko i tocka T. A huduci da je 
svaki lik sastavljen od tocaka. osnosimelriCnu 
sliku lika S tj. S' dobit cemo preslikavanjem 
svih toCaka lika S s obzirom na zadanu os 
simetrije (s). A sad jo$ nesto o bitnom svojstvu 
tog preslikavanja. Da li se duljine duiina zrca- 
ljenjem mijenjaju? 


Kako biste ill opisali? 

To je... kao slika u ogledalu. 

Jest, kao slika u ravnom zrcalu i stoga se i 
naziva zrcaljenje. A kako moramo postaviti 
zrcalo da bismo dobili takvu sliku? 

Okomito na papir po pravcu s ... 

To£no. Brid ravnog zrcala postavi se na pravac 
s koji se zove i os simetrije. 

Da, tu je sve simetri£no. 

I zato to preslikavanje zovemo jo§ i osna sime- 
trija. Recite, kako biste odredili osnosimetriCnu 
ili zrcalnu sliku T ma koje to£ke T ako je 
zadana os simetrije? 


■ 
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Nc. one ostaju jednakc. 

Tako jc. Svojstvo je zrcaljenja da ne mijenja 
udaljenosti. tj. d(A\ B') = d(A. B)*. 
d (.*1C) = (I (A . C). d(B\C) — d (B, C). 

Sigurno, inaCe hi i slika u ogledalu hila manja 
ili veca od originala. 

ToCno. A poznajete li neke likove koji su 
simetricni. koji se zrcaljcnjcm preslikavaju sami 

usebe ? 

Uuu... Ima ih dosta Evo nekih: 


Idemo daljc. Kako se zove ovakvo preslikava- 
njc? 


To je translacija. 

A kakva se slika dobije u odnosu prema origina- 


lu? 


Slika jc jednaka originalu sanio je pomaknuta. 
Tako jc. Prema tome, i translacijom se duljine 


...ne mijenjaju I ovdje je d(A \ B) 


d(A, B) 


A kod ovog preslikavanja. 




Dobro, dobro. Vidimo da ih poznajete. Neki 
od njih, npr. pravokutnik i kvadrat, imaju Cak 
dvije odnosno Cetiri osi simetrije. A osna sime- 

trija je. ne zaboravimo. preslikavanje koje cuva 
udaljenosti. 


d(A\B’) = d{A.B) 

To je rotacija. I tu je slika ista k’o i original, 
samo smo je zavrtili. 

Daklc, i tim su preslikavanjem duljine ostale 
oCuvane. Takva preslikavanja kojima se £uvaju 
udaljenosti, pri kojima se one ne mijenjaju 
zovu se izometrije. 

To su. znaCi. izometrije. A mi smo se vec bojali 
da je to neSto jako komplicirano. 

Da, mnogi se plaSe matematike - bez veze. Je 
li vam sada jasno 5to je izometrija? 

Ncma problema. Izometrija je svako preslikava¬ 
nje koje Cuva udaljenosti t of aka. 


A malo todnije reci ccmo ovako: svako preslika¬ 
vanje / ravnine u samu sebe (piSe se f\M—>M), 

zove mo izometrija ravnine M ako sc preslikava¬ 
njem udaljenosti ne mijenjaju, tj. ako je za 
svake dvije toike A, B ravnine M 
d(A\B') = d(A,B). 


*) Uobidajcna oznaka za udaljenusi dviju toOaka A i B jest 
d(A.B) ili \AB\. 
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Pritome je A ' slika tocke A % a B’ slika tocke B. 
ili A'=f(A) B' = /(/*). 

Ako lik pomidcmo. vrtimo, zrcalimo. duljinc sc 
nede promijeniti - svc jc to izometrija. 


A 


a 


A 


M 


Cak i ako sve to slozimo zajedno, takoder 
imamo izometriju. 

Kako slozimo zajedno? 

Lijepo. Neki lik moiemo npr. najprije translati- 
rati. zatim ga zrcaliti i onda jos zavrtjeti. Take 
sastavljeno preslikavanje opet je izometrija. 
Upamtite: Svaka izometrija ravninc je kompo- 
zieija (sastavljanje) translacije i rotaeije ili tran- 
slacije i zrcaljenja na praveu. 


Kako ne hi* znali ? Evo jednoga: Dva su irokuta 
sukladna ako se podudaraju u dvije stranice i 
kutu medu njima. 


Dobro. Vjerujem da poznajete i ostale. Opceni- 
to, reci demo ovako: za dva irokuta T i V 
kaiemo da su sukladni (izometridni. kongruen- 
tni, podudarni) ako i samo ako postoji izome¬ 
trija ravnine u ravninu koja trokut T preslikava 
na 7 - Znaci da su dva trokuta sukladna ako ih 
translacijom. vrtnjom ili zrcaljenjem moiemo 
dovesti do prekrivanja. 

Tako je. Ili pak slaganjem ovih preslikavanja. 
A to vrijedi i za bilo koja dva lika. 

Jc 1' to znadi da su dva kvadrata, dva kruga, dva 
trapeza... sukladna ako ih nekim preslikava- 
njem koje cuva udaljenosti moiemo dovesti do 
prekrivanja. 

Da. upravo tako. jer vrijedi tvrdnja: bilo koji 
lik .S' ravnine M sukladan je liku S' te ravnine 
ako postoji izometrija ravnine u samu sebe, tj. 
funkeija tako da je S' = /(5). 


Ka2e se jos i ovako: kompozieija izometrija je 
izometrija. 

Zgodno. Izometrije su. znaci, neka vain a presli¬ 
kavanja. 

Naravno. Jer izometrija nam je, osim ostaloga, 
potrebna i za definiranje sukladnosti. Recite, 
kada su dvije duiine sukladne? 


d (A, B) = d (C, D) 

Sukladne su... ako su jednake, ako se poklope. 

Odnosno ako su im duljine jednake. A kad su 
dva trokuta sukladna? 

Sukladni suu ... ako se prekrivaju kad ih sta- 
vimo jedan na drugi, ako ih izreiemo i prekrije- 
mo, pa niSta ne viri, trokuti su sukladni. 

Todno. Ali moiemo i bez rezanja utvrditi jesu 
li trokuti sukladni. Matematidar ce sukladnost 
trokuta provjeriti nekim teoremom o sukladno¬ 
sti trokuta. Znadete li ih? 


S‘ 








M 


Sukladni su, dakle, oni likovi koji su jednaki. 
Paa 

da sukladne likove mozemo poloziti jedan na 


mogli bismo i tako reci. Naime, bududi 


• % t 
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drugi tako da sc prekrivaju, za sukladne likove 
ccsto kaZemo i da su jcdnaki. Tako su npr. 
sukladne sve duzine jednakih duljina, npr. sve 
duzine duge 3 cm. sve kruZnice polumjera I cm, 

svi pravi kutovi itd. (vidi sliku na str. 45). 

A zasto onda postoje razliciti znakovi 
sukladnost i jednakost? Ima li medu njima ipak 
neke razlike? 

Naravno. Za dva skupa kaZemo da su identidna 
odnosno jednaka ako se sastoje od istih clcme- 
nata. Ako je rijed o likovima. njihovi su de¬ 
menti tocke, a jcdnaki su likovi oni koji sc 
sastoje od istih toCaka. Sastoje li se ova dva 
kruga od istih todaka? 




i = za 


Sigurno. Ako prvi prekriva drugi, onda i drugi 
prekriva prvi. 

Prema tome, relacija »biti sukladan« jest i 
simctricna. Idemo dalje. Promotrite sljedeca tri 
trokuta. Ako je trokut T, sukladan trokutu T 2 , 
a trokut T 2 je sukladan trokutu 7\, je li i trokut 
7, sukladan trokutu T,? 


A T , ^ A T 2 


Ne. 

Buduci da ti krugovi imaju polumjcre jednake 
duljinc, oni su sukladni. ali. strogo uzevsi. nisu 
jcdnaki. Vidite. daklc. da to razlikovanjc jedna- 
kosti i sukladnosti ima opravdanje. 

Aha» u tom je, zna£i. kvaka. 


A 7\ 


AT 


C 


AT , ^ A 7\ 


Mora bitf. jer se sva tri prekrivaju. 

ToCno. Dakle. relacija »biti sukladan« je i 
tranzitivna. A kako zovemo relaciju koja ima 
ova tri svojstva: retleksivnost, simetridnost i 
tranzitivnost ? 

Too... je relacija... 

...ekvivalencije na skupu svih trokuta ravnine. 
Pogledajmo jos i svojstvo rclacije »biti jednak« 
npr. s obzirom na duljinu duzinc. U tu svrhu 
naertajmo neku duiinu a. 




Je h ta duZina jednaka samoj sebi? 

Sigurno. 

Dakle, relacija je refleksivnti. Imamo li pak 
dvije duzine jednake duljine, je li relacija »biti 

jednak« simctriCna ? 


Jest, i cesto samu zbog jednostavnosti za su- 
kladnc likove kaiemo da su i jcdnaki. No sada 
na konkretnom primjeru upoznajmo jo§ neka 
svojstva rclacije sukladnosti. Je li ovaj trokut 
sukladan samomc sebi? 


b 


Je, jer ako je a = />. onda je i b = a. 
Dobro. Ako imamo tri duZine: 


b 


AT & A 7 


Je. On sam sebe prekriva. 

Dakle. relacija »>b 111 sukladan« je refleksivna. 
Dalje. Ako je trokut 7'sukladan trokutu T\ je 
li i trokut T' sukladan trokutu 7"? 


...relacija je tranzitivna , jer ako je a 
onda je i a 

Prema tome, i relacija »biti jednak« je relacija 
ekvivalencije na skupu svih duZina ravnine. 


bib 


c. 


c. 
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KOMBINACIJE 


Uzmite £etiri razliditc novfanice, i to od 10 d, 
20 d 

A od koga da ih uzmemo? Nemamo ih. 

Ne gnjavite s takvim pitanjima. Dobro znate da 
vam samo ielim na primjeru objasniti pojam 
kombinacije. Ako nemate novCanice, uzmite 
£etiri papirida, napisite na njima: 10 d, 20 d, 50 
d i 100 d te zamislite da je to pravi novae. 

Tako ve£ mo£e. Evo, pare - papiri su tu. §to s 
njima? 

Kolike sve sume mo2ete dobiti uzevSi dvije od 
te detiri novdanice? 

Ovisi o tome koje dvije uzmemo. 


Naravno. Stoga naveditc sve moguenosti sastav- 
Ijanja nov£anica. 

Dobro, onda cemo ovako: 10 d i 20 d su 30 d, 
20 d, i 50 d su ... 

Pazite! Da ne bi nastala zbrka, odnosno da 
neku moguenost sastavljanja ne izostavite, nov* 
Janice uzimajte odredenim redom. Najprije 10 
d i svaku od ostalih, zatim 20 d i svaku od 
ostalih ild. A zbroj mo2ete napisati u zagradi 
pored svaka dva broja. 

U redu. Evo... 

10 d i 20 d (30 d) 

10 d i 50 d (60 d) 

10 d i 100 d (110 d) 


• • • 
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20 d i 50 d (70 d) 

20 d i 100 d (120 d) 

50 d i 100 d (150 d) 

Dobili smo ukupno Sest suma. 

Tocno. linamo !i, naime, skup od Cetiri novcani- 
ce. postoji 6 naCina sastavljanja po dvije novca- 
nice. Ispisitc sada sve sume kojc dobijate sa- 
stavljanjem po tri od tc Cctiri novCanice. 

Da vidimo i to... 

10 d 20 d 50 d ( 80 d) 

10 d 20 d 100 d (130 d) 

10 d 50 d 100 d (160 d) 

20 d 50 d 100 d (170 d) 

Sad imamo samo cctiri sumc. jcr su samo cctiri 
mogucnosti sastavljanja novCanica. 

Tako je. Postojc Cctiri pod skup a sa po tri 
clcmcnta u skupu od Cctiri elcmcnta. Mi smo. 
naime. u ta dva primjera zapravo trazili broj 
podskupova sa po dva. odnosno tri clcmcnta u 
skupu od cctiri elcmcnta. A taj broj podsku¬ 
pova jc broj kombinacija. Kazemo jo§ da jc 
broj kombinacija drugog razrcda ili broj kombi¬ 
nacija duljine dva u skupu od cctiri clcmcnta 
jcdnak sest. a broj kombinacija ireceg razrcda 
u skupu od Cctiri elcmcnta jc Cctiri. 

Broj kombinacija jc, znaCi, broj podskupova. a 
razrcd nam kale koliko je elemcnata u podsku- 


S. U naSim je primjerima bio skup 

S = {10,20,50,100}, daklc n = 4. U prvom smo 

primjeru tralili dvoClanc podskupove (r = 2), a 
u drugomc troClanc podskupove (r = 3) skupa 


S. 


Tralili smo, daklc. broj kombinacija drugog i 
ireceg razrcda u skupu od Cetiri elementa. 
ToCno. I to kraCe piSemo: Af ; (4) i K 3 (4) i 
Citamo: broj kombinacija drugog razreda (ili 
duljine dva) u skupu od Cetiri elementa i... 

...broj kombinacija treceg razreda u skupu od 
cetiri elementa. 

Imamo li pak skup od n elemcnata, sa K,(n) 
Cemo oznaCiti broj svih kombinacija r-tog raz¬ 
reda u skupu od n elemcnata. 

A koliki jc taj broj kombinacija. doznat cemo 
ako ih sve ispiSemo. 

Da. ako imamo dovoljno vremena - i papira. 
Jcr broj kombinacija mole biti i toliko velik da 
bismo kombinaeijama mogli ispisati Citavu bi- 
Ijclnicu. Zato jc praktiCnije upotrijebiti for- 
mulu za izraCunavanje broja kombinacija. 

Sigurno. A kako ona glasi? 

Prije nego $to jc upoznamo. podsjetimo se 
znaCenja simbola 
4! (Citaj: Cetiri faktorijela)? 

Znamo. To je 4 * 3 • 2 • 1. 

Dobro. A r! ? 

Ncma problema! Time sc slulimo i u permuta- 
cijama: 


i 


. Znadcte li Sto znaCi npr. 


» ;« 


pu. 


Jest. I svaki jc taj podskup jedna kombinacija. 
ToCnije kalemo ovako: neka jc S 
(kS - n) i reN I 
razreda u skupu .S jest svaki r-clani podskup od 


{ 0\ , (l2- • .(l n } 

n. Kombinacija r-tog 
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Odlidno. Prema tome, r 
keija sa N u N. 


(/* e N) jest fun- 




r i 


vA^ h a c'ne 


Nadam sc. Po loj formuli izradunajte K : (4) i 
A'i(4) da se uvjerite hodete li dohiti isti hroj 
komhinaeija koje smo ved naSli. 

Mo2e. evo 


Da. A sada da vidimo tu formulu. 

Dobit demo je pomocu formule za broj varijaei- 
ja. A broj varijaeija r-tog razreda u skupu od n 
element (vidi str. 138) jest 

n (n 


• • % 


4! 


4 • 3 • 2 • 1 


4 • 3 • 2 • I 


AC: (4) 

v 


6 


2 )! 2 ! 


2 ! 2 ! 


(4 


2 • 1 • 2 * 1 


M'i) 

I kakva je veza izmedu varijaeija i komhinaeija? 
Razmotrimo najprije u demu je razlika. Kombi- 

naeije se od varijaeija razlikuju u tome sto su 
kombinaeije r-tog razreda u skupu od n eleme- 
nata svi r-dlani podskupovi tog skupa. a varija- 
cije su uredene r-torke (I /t-dlanog 

skupa. 

Kuzirno stvar. U podskupovima nije bitan 

redoslijed dlanova. i zato je naprinijei 
{a,b.c} = a za uredene trojke vrijedi 

c) =£ (b. a, c). 

Tako je. I zato je broj varijaeija r-tog razreda 
u skupu od n elemenata toliko puta vcci od 
broja komhinaeija r-tog razreda skupa od n 
elemenata koliki je broj permutaeija od r ele¬ 
menata, a to je r! Prema tome, broj kombina- 
cija dobit demo dijeljenjem broja varijaeija sa r! 

rt(/t—l)(rt —2)*—r-i-1) 


1) (/i 




•(/? -r + 1) 




4! 


4 • 3 • 2 * I 


4 • 3 • 2 • 1 


♦ • • 


AT,(4) 


(4 — 3)! 3! 


1 ! 3 ! 


1 -3 • 2 * 1 


Toeno. Dobili smo jednakc brojeve kao prije. 
Nego sto sle mislili. No upamtite i ovo: uobiea- 

jeno je da se broj - 


■ 


V 


n 


oznadi sa 


(/i — r)! r! 

Pazite. bez razlomkove erte! To ditamo: en 


povrh er. 




>• (") 


n 


Dakle 


(n - r) !r ’ 

Prema tome, pisat eemo 


n 


A.*, ( n ) 

V praksi jc to najprikladnije radunati tako da 
brojnik bude umnoZak r dlanova koji se za 1 
smanjuju podevSi od //, a nazivnik r!. Napri- 
mjer. 


< 


VAn) 


AC,(/») 


4-3 4-3 

2! "2*1 
Nema problems 


AC> (4) 


6. Izradunajte sami AC, (5). 






r! 


r: 


Hi, Stojeisto, 


• • • 


1 


n: 


5-4-3 5-4-3 


AC, (/i) 


AC, (5) 


10 


( 


3 1 


3-2-1 


Dobro. Upamtit eemo. 


Odlidno. Mozemo dalje ... 

Dobro, ali nas ipak zanima ... 

Sto vas to zanima? 

Ma demu sluze te kombinaeije? Da 1* se one 
negdje primjenjuju ili ih racunamo samo tako 


Bojite se da niste naudili nesto - bez veze. Ipak. 
ne brinite. Kombinatorika ima veliku primjenu. 
Uvjerit cete se u to i kada budete proudavali 
radun vjerojatnosli. Osim toga, ne znam kako 
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biste izrafunali koliko se utakmica odigra u 
proljetnom dijclu nogomctnog prvenstva Jugo- 
slavijc ako nc poznajetc kombinatoriku. 

Stoo? Zar se i lo moze izracunati ovum lbrmu- 

lom ? 

Svakako. 

E, onda svaka fast kombinatorici. A kako se to 
mo2c izrafunati? 

Recite mi najprije koliko klubova igra u nogo- 
metnom prvcnstvu Jugoslavije. 

Kako. koliko? Pa to bar zna svaka bu.... 
dobro, ima ih osamnajst. 

Ako ste htjeli red da to zna svaka budala. 
slazem se. Priznajem da to nisam tofno znao, 
ali ste mi vi lijepo objasnili. Dakle, naS skup S 
ima 18 elemenata, n = 18. Ako svaki tim treba 
da igra sa svakim drugim timom po jednu 
utakmicu, izrafunat ccmo broj podskupova sa 
po 2 elemcnta u skupu od 18 elemenata... 

jer u svakoj utakmici sudjeluju 2 lima, pa je 


Tofno. 


A sad malo o igrama na srecu. 

Mole i puno, jer to nas zanima. 

Vjerujem, jer znam da biste uvijck voljeli neSto 
dobiti na lak nafin. a ne ... No dobro. Promo- 
trimo naprimjer igru LOTO. Na listifu je ispi- 
sano 39 brojeva od kojih treba obiljedti sedam. 
Na javnom izvlafenju ... 

...to je ono na televiziji... 

...izvlafi se sedam brojeva. Ako je to onih 
sedam koje smo oznafili, ... 

— dobili smo glavni zgoditak. 

Tako je! Pitanje je koliko bismo listica morali 
ispuniti, jasno, na razlifite nafine, da medu 
izvufenim brojevima sigurno bude i na$a kom ; 
binacija? Kako bismo to pitanje formulirali 
matematiCkim jezikom? 

Pitali bii ... koliki je broj kombinacija sedmog 
razreda u skupu od 39 elemenata. 

Tofno. Izrafunajte. 

Tu je 


• « • 


■> 


7. n = 39. pa izrafunamo: 


..odnosno broj kombinacija drugog razreda u 
skupu od 18 elemenata. 

Fino. Dalje znamo i sami. Evo... 

18* 17 


39 


39 • 38 • 37 • 36 ♦ 35 - 34 • 33 


K-( 39) 


7 


7-6*5-4*3-2*1 

15 380937 


(T) 


A': (18) 


9- 17= 153 


2 * 1 


Uuuu!... Morali bi' ispuniti petnajstmilionatri- 

stoosamdesethiljadadevetstotridesetsedam li- 

stida da budemo sigurni 

Da. I pomno2ite li taj broj s cijenom jcdnog 
listica odnosno jedne kombinacije, dobit fete 

sumu novca koji valja uplatiti ako 2elite biti 
sigurni u dobitak. 

Ako je jedna kombinacija 30 d potrebno je, 
dakle, uplatiti vi$e od 450 milijuna ili 45 mili- 
jardi starih dinara ... Ma ne moramo ici ba§ na 
glavni zgoditak, moie i $est sigurnih brojeva. 

Onda vam je r = 6 n = 39, pa rafunajte. 

Evo: 


l' proljetnom dijclu igraju se 153 utakmice. 

Jest. A isto sc toliko utakmica igra i u jesen- 
skom dijclu prvenstva, pa je ukupan broj utak¬ 
mica 306. 

Bo’nie dosta. 

Da. Mo2emo na drugi primjcr. S koliko je 
tofaka odredcn pravac? 

Sa dve. 

Dobro. Pazite! Ako je u ravnini zadano §cst 
tofaka. od kojih tri ili viSe nisu na istom pravcu, 
koliko je pravaca odredeno tim lockama? 

Tu jee ... n = 6. r = 2. Traiimo broj kombina¬ 
cija drugog razreda u skupu od sesl elemenata 


• • • 


(D 


39 • 38 • 37 • 36 • 35 • 34 


ATc (39) 


6 • 5 • 4 • 3 • 2 • l 
3 262 623. 


fi) 


6-5 


K 2 (6) 


3*5= 15 


2 * 1 


Opel bi trcbali ispuniti i platiti vi§e od tri 
miliona listica ... I to je previSe. A da vidimo 
jo?% sa sistemskim listifem. Uzmimo, naprimjer, 
onaj sa 14 brojeva. Koliko bi takvih trcbali? 

Najprije izrafunajtc koliko kombinacija sadrZi 
taj listif, tj. izrafunajte broj kombinacija sed¬ 
mog razreda od fetrnaest elemenata 

Tada je r = 7, n = 14, pa je: 


Petnaest pravaca. a provjerit ccmo i crtanjem ... 


(,) 


14-13-12-11•10-9-8 


M 14) 


3432. 


7 • 6 • 5 • 4 • 3 • 2 • 1 


5(1 










Taj listid sadr2i 3432 kombinacije. 

A s obzirom na to da ih je ukupno 15 380937, 
lako je izradunati koliko bi takvih listica morali 
ispuniti da »pokrijcte« sve mogude kombinaci- 


Tako je. Ako dopustimo da se u nizu kombina- 
cija mogu naci i jednaki dementi, imamo tzv. 
kombinacije s ponavljanjem. 

A kad nema jednakih elemcnata, kombinacije 
su bcz ponavljanja. 

Jest. Da pri odredivanju broja kombinacija s 
ponavljanjem svaki put ne bismo morali ispisi- 
vati sve kombinacije. upotrijebit demo i za to 
formulu... 

...u koju demo samo uvrStavati brojeve. 

Naravno. 1 upamtite: broj kombinacija s ponav¬ 
ljanjem r-tog razreda u skupu od n elementa 
oznadit demo sa K,(n), i taj je broj dan forinu- 
lom 


je- 


Izradunat demo to bez problcma, ali sve nam sc 
dini ... 

I meni takoder. Pustimo sad te igre na srecu i 
vratimo se ponovno naSim novdanicama. Po- 
modu novdanica od tri vrijednosti 10 d 20 d i 50 
d, rijeSite ovaj zadatak: koje sve sume moiete 
dobiti uzevSi po dvije novdanice ali tako da one 
smiju biti i jednake vrijednosti? 

E, onda de biti viSe tih suma. Da vidimo... 

10 d i 10 d (20 d) 

10 d i 20 d (30 d) 

10 d i 50 d (60 d) 

20 d i 20 d (40 d) 

20 d i 50 d (70 d) 

50 d i 50 d (100 d) 

Dobili smo sest suma, a kad ne bi zbrajali i 
jednake, imali bi’ samo tri. 






K r n) 


r 


To moramo odmah provjcriti. U naSem pri- 
mjeru s novdanicama bilo je r = 2 i n — 3, a broj 
kombinacija 


4-3 


3 + 2 


(3) 


6, 


2 * 1 




a toliko smo ih i na$li. Sve Stima. 


Prva nogometna liga RH ima 16 klubova. Koliko bi se utakinica manje odigralo tokorn prvenstva kada bi se liga 
smanjila na 12 klubova? 
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KOMPOZICIJA 


Znamo Sto je kompozicija. To je vlak s puno 
vagona. 


Kompozicija opcenito znaci. slaganje, sastav. 
nadin kako jc ncsto sloZcno, sastavijcno. Zato 
se taj naziv upotrcbljava u razli£itim podrudji- 
ma. Ali mi cemo sc pozabaviti, naravno, samo 
kompozicijom kao matcmatiCkim pojmom. 

Zar postoje i matematicke kompozicije? Jc I’ to 
vlak pun matcmatidara if orkcstar ... 

Nc lupctajtc kojesta. U matematici imamo 
kompoziciju ili slaganje ... 

...brojeva... 

Ne. nego funkcija. Dvije funkcije moiemo, 
naimc, sastaviti tako da dobijemo novu, slozenu 
funkciju ili kompoziciju funkcija. Kao $to npr. 
zbrajanjem dvaju brojeva dobijemo novi broj. 

I onda nam ta nova funkcija zamjenjuje one 
dvije. 

Da. Pokazat i5u vam to na vrlo jednostavnom 
primjeru. Na skupu prirodnih brojeva (N) za- 
dajmo funkciju /naredbom: »Pribroj 3.« Uo- 
Cimo nekoliko elemenata skupa N, neka su to 
naprimjer brojevi 2.4.6 i promotrimo djelova- 
nje ove funkcije na te elemente. OCiio je 

/(2) = 2 + 3 = 5, 

/(6) = 6 + 3 

elementima 2.4 .6 skupa N elemente 5.7,9; 


- 


/ 


/ 


CO 


to: 


«. 




✓ . 
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# • 
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Dobro, u redu ali nisam mislio na 2eljezni£ku 

kompoziciju. 

A i ono kad se neSto svira zove se kompozicija. 
Na radiju festo Cujemo: »Sad c 4 cmo izvesti 
kompoziciju ...« 


) 


KAk.V/A 


l 


$u 




Postalp 


/(4) = 4 4- 3 = 7. 
9. Funkcija /pridru2ila je, dakle. 




•» 


5 


4 


4 


7 


& QG 


n 


9 


4> 




Ma jest, postoje i muzifke kompozicije, a govo- 
rimo takoder i o kompozieiji slike, romana... 
Sve je to samo dokaz kako je to va2an pojam. 

A Sto je ustvari kompozicija? 


1 Sto sada? 

Zadat cemo i drugu funkciju g na skupu N. 
Neka je funkcija g zadana naredbom: »Pomno2i 
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Odrcdite kako ta funkcija djeluje na 
elemente 5,7,9 skupa N. 

Evo 

£ (9) = 9-2 
ovako 


sa z.« 


9 


f 


g(f(x))=h(x) 


x 


g (5) = 5 -2 = 10. g(7) = 7 -2 = 14. 

% 

= 18 a prikazat demo i grafidki. 


f(x) 


(x) 


• • * 


h 


Tu je, znadi, f(x) clement na koji djeluje 
funkcija g i on postaje g(/(.t)). 


N 


N 


9 


10 5 


10 


s 


7 


14 


14 


7 


9 


18 


18 9 


Ta je funkcija brojevima 5,7,9 pridru^ila bro- 
jeve 10,14,18. 

Dobro. Promotrimo sada i uzastopno djelova- 
nje funkcija / i g i prika£imo ga grafidki. 


Iako je. Funkcija h je, dakle, kompozicija 
funkcija Jig i oznadavamo je sa h- g°f (ditaj: 
h je kompozicija od f \ g). Na naSem primjeru 
ispitajmo i to je li svejedno da li na uodene 
elemente 2.4,6 djeluje najprije funkcija / i 
zatim funkcija g. ili najprije djeluje g pa onda 

/. Drugim rijedima. je li £°/=/°£. Kako biste 
to ispitali? 

Jednostavno. Vidjeli smo $to se dobije ako 
te elemente najprije djeluje funkcija/pa onda 
g. A sada demo provjeriti Sto dobivamo ako 
prvo djeluje funkcija g i zatim /. Dakle, ele¬ 
mente 2,4,6 najprije mno2imo sa 2 i onda 
pribrajamo 3. To izgleda ovako: 

2*2 = 4 

£(4) = 42 = 8 
£( 6 ) = 6-2 


Razmislite i recite jesmo li elementima 2.4,6 

na neki nadin mogli izravno pridruZiti elemente 
10, 14,18. 

Jesmo. Mogli smo ih pridru2iti tako da odmah 
naredimo: »Pribroj 3 i pomnoii sa 


7 


. « 


na 


7 


10 


4 


14 


£( 2 ) 


/(4) = 4 + 3 = 7 
/(8) = 8 + 3=11 
/(12) = 12 + 3= 15 


6 


18 


12 


Tako je. I funkeiju koja nam predstavlja tu 
naredbu oznadimo sa h. Djelovanjem funkeije 
h na elemente 2.4,6 dobivamo 10, 14 i 18: 

h (2) = 2(2 + 3) 

h (4) = 2(4 + 3) 

h (6) = 2(6+ 3) 

Izbacili smo, dakle, posrednika. 

Da. I ta funkcija h, koja na neki nadin zamje- 
njujc funkeije / i g naziva sc slozena funkcija ili 
kompozicija funkcija / i g. Prikaiimo shematski 
i djelovanje funkcija na jedan element. 


\ 


*. 


N 


f 


9 


4 


7 


2 


10 


8 


11 


L 


14 


18 


12 


6 


15 


E, bogme, nije svejedno kojim redom djeluj 
funkeije. 


u 
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Prcma tome, ne smije se mijenjati redoslijcd 
funkcija jer fog ^ gof i kaiemo da kompozicija 
funkcija nije komutativna, bar ne opcenito. 
Istina, mo2e sc nadi i izuzetak... 

kad smijemo mijenjati mjesta. 

Da, ali u pravilu to se ne smije. PoSto smo na 
tom primjeru upoznali pojam kompozicije fun- 
kcija, moiemo ga iskazati i malo preciznije: 
Neka su zadani neprazni skupovi A,B,C i 
funkcije f:A—*B i g:B—>C, dakle, funkcije 
koje djeluju sa A u B i sa B u C\ Funkciju 
h : /4 —> C definiramo na sljededi nadin: 
h (a) —g{f{x)) za svaki a, a € .4, a oznadavamo 
sa h=g°f i nazivamo kompozicijom funkcija 

/is- 

Ta je funkcija definirana samo ako je kodomena 
od / sadr2ana u domeni funkcije g. 

Shematski, kompoziciju funkcija moiemo pri- 
kazati ovako: 


(4a + 8) 


*=/^=/UW)=/(4a+8) 


2 


= lx 4 4. Gotovo. 

Dobro. I jo$ ovaj zadatak. Ako je /(a) = 2a 2 
a g (a) = 4a + 3 a e K, nadite h = gof. 

Uuu... To je malo kompliciranije ... al’ pokuSat 

(Vino* 

h = g«f=g(f(x)) =g(2x z - 2 ) = 

= 4 (2X 2 - 2) + 3 = 8jc 2 - 8 + 3 = 8x 2 - 5. 
Odlidno! A f°g7 


2 


• • • 


Ovako... f°g=f(g( a)) = 2(4a4 3) z - 2 = 

32a 2 -P 48a + 18 


2 (16a 2 + 24a + 9) 
32a 2 + 48a 4- 16. 


2 


5 


Ma, ved nam je dosta tog radunanja. 

Vjerujem. Vidim da vam te kompozicije zadane 
analitidki dobro idu, pa moiemo dalje, na 
kompozicije funkcija u geometriji. 

Stoo? Zar i u geometriji imamo kompozicije? 


Naravno! A zar u geometriji nema funkcija? A 
kad imamo funkcije, moiemo ih i slagati. Nije 
li tako? No recite, koje funkcije u geometriji 
poznajete ? 

Znamooo ... To suuu 


A 


pa ima ih dosta ... 

naprimjer, osna simetrija, translacija... 

..rotacija. Znamo ih sve, aP se nismo odmah 
sjetili. 

U redu. Recite kakva je funkcija osna simetrija 
(zrcaljcnje). kako je definiramo. 

To je ovako: ako imamo pravac i todku ... slika 
je s druge strane ko' u ogledalu. ovako... 


• • • 


• • • 


Dobro. h nam onda zamjenjuje / i g. A Sto. 
ustvari, znadi g(/(.v))? 

Ne znadi nista drugo negoli da se u formuli za g. 
a zamjenjuje sa /(a). Uostalom, to cete naj- 
bolje vidjeti na nekim primjerima u kojima su 
funkcije zadane analitidki. Rijefcit cu vam jedan 
jednostavniji prim jer. a zatim dete sami ... 

...one teie. 

Makar Sto! Pa znam, valjda. koliko vi ... Neka 
su zadane funkcije /(a) = 3a i g (a) = 2a + 4. A 
da ne bude dileme o tome koje vrijednosti 
poprima a, recimo da a pripada skupu realnih 
brojeva, dakle xe R. Nadimo kompoziciju fun¬ 
kcija h —g°f. 

Pisat demo ovako: h =g(/( a)) = (sada demo a 
u funkciji g zamijeniti sa /(a), tj. sa 

3a) = g(3 a*) = 2 (3a) 4 = 6a' + 4. 

Dakle funkcija h=gof = 6a 4- 4 je kompozicija 
tih funkcija. Odredite kompoziciju k = fog. 

To demo ovako: 

k = f°g=f{g (*)) =/( 2a + 4) = 3 (2a 4- 4) = 

= 6a + 12. 

Je P dobro? 

Jest. Moiemo dalje. Uzmimo da je /(a) 


I kaiemo da je osna simetrija ravnine funkcija 
koja svakoj tocki ravnine pridruzuje osnosime- 
tridnu sliku todke s obzirom na zadani pravac 
koji se zove os te simetrije. 

E da, tako je. 

Odredimo sada i jednu kompoziciju osnih sime¬ 
trija. Neka je u ravnini zadan trokut ABC i dva 
paralelna pravca, osi simetrije p i q. Osnu 
simetriju ravnine na pravcu p oznadimo sa /, a 
osnu simetriju ravnine na pravcu q oznadimo sa 
g. Evo kako demo dobiti kompoziciju gof tih 
preslikavanja: 


a . 






g (a) = 4a 4- 8, a € R. Nadite funkcije h 


g°f > 


k =f°g. 


Mo2e, evo 


• • • 


A 


A 


g°f=g(f(x)) m g 


h 


4- 


4- 8 = 2a 4 8, a 


2 
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A‘=f(A) 

B'=f(B) 

C‘=f(C) 


tt 


\ 


gf(A) 

C' = gf(C) 


U lorn jc sludaju kompozicija osnih simetrija 
rotacija ravnine. 

Kako rotacija od dvije osne simetrije? 

Da, rotacija. Malo neobiCno. ali ako 
te, vi provjerite. 

Dobro, baS da vidimo. Uzet demo dva 

koja se sijeku za osi simetrije. i neku todku A. 
evo ovako 


ne vjeruje- 


Q 


P 


pravca 


• • • 


A A* = ApA 


r 


A A 


n 


A { A 


•/ 


A‘ 




Q. 




A 


I 


A' 


i 


Svaka todka T trokuta ABC prcslika 
simetrijom / u todku T i sve te todke zajedno 
daju sliku trokuta ABC . tj. trokut A'B'C'. 

osnom 


se osnom 


A 


p 


* 


A 


Zatim se svaka todka T trokuta A ' B' C' 
simetrijom g preslika u todku V. Sve te todke 
zajedno daju osnosimetridnu sliku 
A B C tj. trokut A " B" O'. Tako kompozicij 
g°f prcslikava trokut AtfCna trokut A'B'C. 


Stvarno, todku A" dobijemo i roiacijom todke 


trokuta 


A . 


a 


PoSto ste se uvjerili u to, pogledajmo i kompo- 
ziciju dviju translacija. Promptrimo 
du2inu AB i dva vektora, \fN i /73\ 


To izgleda kao da smo trokut ABC 
pomaknuli udesno. 

Da, jcr je kompozicija dviju 
ravnine na paralelmm pravcima 


u ravnim 


same 


osnih simetrija 

translacija 

ravnine. Isti smo trokut A " B" C dobili, dakle, 
* tran slac ijom trokuta ABC za usmjerenu du- 
iinu A A". 


A Sto bi bilo da 
paralelne ? 


osi simetrije p r q nisu 


5b 



















Translaciju ravnine za vektor MN oznaCimo sa 
/, a translaciju ravnine za vektor RS sa g. 
Nacrtajte duzinu A" B " na koju kompozicija gof 
preslikava duiina AB. 

Evo, ovako ... 

A' = f(A) 

tr=f(B)__ 

AA'= BB ’ 

A A " = 

AA = BB n 

B'=gf(B) 

Dobro. Recite, jesmo li iz A u A" i iz B u 5" 
mogli dod i primjenom same jedne translacije ? 

Da, translacijom za vektor AA". 

Tako je. jer kompozicija translacija je translaci- 
ja. Smijemo li kod kompozieije translacija zami- 
jeniti redoslijed preslikavanja. tj. 

go/ = /<,g? 

Provjerit cemo to pomocu jedne to£ke i dva 
vektora, a i 5, ovako... 

a + b = AA* 

b + a = AA" 

a + b 

Pritom je svejedno da 1* najprije uzimamo 
vektor a pa onda b , ili najprije b a zatim a . Na 
oba na£ina dolazimo u istu to£ku. A". 

Prema tome, ako translaciju za vektor a ozna- 
£imo sa/a translaciju za vektor b sa g. onda je 

gof = fog. 

Kompozicija translacija je, dakle. komutativna. 

I tada mo£emo, naravno, to£ku A izravno 
preslikati u to£ku A" translacijom za vektor 
A A". 

Zna£i da iz to£ke A na razlicite nacine moiemo 
do£i u to£ku A *. 

Tako je. Mozemo birati put koji nam se svida. 
No pogledajmo sada joi i kompozieiju dviju 
razliditih funkeija, translacije i rotaeije. 


Zar se i to mo2e slagati ? 

Kako ne! Bitno je da imamo dvije t'unkcije 
Zadajmo. dakle. neku duiinu AB. zatim vektor 
v koji odreduje njezinu translaciju te to£ku 5 
kao srediSte rotaetje i usmjereni kut (a) za koji 
cemo rotirati duzinu nakon translacije. 


Ozna6mo li sa /translaciju ravnine za vektor v. 
a sa g rotaeiju za kut a oko srediSta rotaeije. 
nadite kompozieiju g°f. 

A kako cemo je odrediti? 

Podite redom. Znate kako se izvodi translacija. 
i poito je odredite. dobivenu duzinu rotirajte za 
zadani kut. 

Dobro. idemo ... 


li 


J e 


A‘=f{A) 

B’=f(B) 


A” = gf(A) 
B'=gf(B) 


\ 5 


A 


A 


S' 


\o 


A’ 


A 


b + a 


Izvrsno! Tako smo. eto. upoznali i kompozieije 
nekih geometrijskih funkeija. 

Je 1* nisu to sve kompozieije? 

Ne. nisu. jer mogli bismo sloziti npr. i transla¬ 
ciju i osnu simetriju. rotaeiju i rotaeiju i s istim 
i s razliditim sredistima rotaeije. zatim rotaeiju 
i osnu simetriju... Postoje razne moguenosti 
slaganja funkeija. ali za pocetak ... 

...i ovo je dosta. 
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KOORDINATNI SUSTAV 


A, znamo! To su one okomite crte koje nam 
trebaju kad crtamo 

Ako je to svc Sto znate o koordinatnom sustavu, 
bit de najbolje da podemo od podetka. 

Moie, iako znamo ... 

Dobro. dobro, ako znate, onda cemo ponoviti. 
Pogledajtc ovu sliku i recite kako biste dovjeku 
koji se nalazi u nepoznatom gradu objasnili 
kako ce najjednostavnije doci do hotela. 


Da, ulice sa odgovarajudim brojevima i smje- 
rom. Koordinate su, naime, velicine koje odre- 
duju poloZaj mjesta odnosno tocke na pravcu. 
ravnini ili u prostoru. 

A Sto je koordinatni sustav? 

Koordinatni sustav je svaki postupak koji nam 
omoguduje da pomocu brojeva 
todno odredimo poloiaj nekoga geometrijskog 
objekta. najdeSce todke, na pravcu, ravnini ili u 
prostoru. 

Pomocu njega se, znadi, moiemo orijentirati 
brojevima. 

Otprilike tako. A da bismo inogli izgraditi 
koordinatni sustav, najprije rnoramo smjesliti 
brojeve na pravac. 

Da im bude udobno kao u nekom hotelu, ha, 
ha, ha... 

Naravno, i smjestit demo ih sve u jednokrevetne 
sobe. Svaki broj mora dobiti svoju sobu. odno¬ 
sno svoju todku. 

Da vidimo taj hotel, baS nas zanima kakav je to 
smjeStaj. 

Vidjet dele odmah. Na pravcu p najprije proiz- 
voljno odredimo podetnu tocku i oznacimo je 
slovom O. 


• • • 


koordinala 


* • 


hjevo 


desno 


0 


P 


Ona dijeli pravac p na dva dijela. 

Tako je. Na pravcu p desno od O odredimo 
jednu todku, E, i nazovimo je jedinidnom tod- 
kom, a OE neka je jedinicna du2ina. 


Rekli bi' mu da ide jednu ulicu prema istoku. a 
onda tri prema sjeveru i na uglu je hotel ... A 
mo£e i najprije tri ulice prema sjeveru i jednu 
prema istoku, svejedno je. 

U redu. Na taj ste mu nadin dali koordinate 
hotela i on ga mo2e lako nadi. 

Ulice su, znadi, koordinate. 


p 


o 


E 
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Tim dvjcma todkama zadan je koordinatni su- 
stav na pravcu. 

A Sto jc s brojevima? 

Naravno. podetnoj demo tocki pridjcliti broj 0 


... ostalo je jos slobodmh soba - todaka. 

Naravno. itckoliko. No buduci da poznajemo 
pravilo smjestanja za smjeStaj ostalih brojeva, 
nema problema. Zamislitc da se. po$to smjc- 
stimo sve cijcle brojeve, pojave svi brojevi 

1 2 3 5 7 1 3 

y y y y i •** y ? * 


o 




polovice: 


.. dakle. svi 


0 


p 


E 


I 


a jedinidnoj broj 1. 

Todno. I sada moiemo podeti smjestati brojeve. 
Podct ccmo sa cijelim brojevima. Recite, k 
ce recepcionar poslati broj 4 kad on dode i 
zatra^i svoju sobu odnosno todku. 

Nema problema. Redi ce mu da ide todno detin 
jedinidne duzine desno od 0 i tamo je njegova 

soba... 


brojevi oblika m • 


gdje je m cijeli broj. 


• • • 


*> 


Kamo demo s njima? 

Lako. Smjestit ccmo ih ovako: 

polovici jedinidne duzine OE. i udaljenost 

prenosimo lijevo i desno koliko nam treba za 
smjeStanje polovina. 


amo 


1 


toeno na 


■> 




OE 


: 


o 




4 


0 


E 


m p 


_ * 4 'i *3 *1 -2 i -i i o £ t \ i 

o r<i) e 

Dobro, a kad se pojave sve tredine, svi brojevi 
oblika m • 

Nema problema. Podijelit demo jedinidnu du- 
zinu OE na tri jednaka dijela i udaljenost 
prenijeti lijevo i desno koliko nam treba za 
smjeStanjc tredina. 


3 l 4 


...a na vratima pi$e T(4). a to je Oznaka za 
todku koja je rezervirana za broj 4 i nitko drugi 
ne smije tamo useliti. A 5to ce na rcccpciji 
udiniti kada im dodu zajedno. ruku pod ruku. 
brojevi 2 i — 2? 

E. njih ce razdvojiti. Broj 2 debit ce kljudevc 
sobe koja jc za dvije jedinidne duZine udaljena 
udesno od 0, a broj — 2 dobit de sobu koja se 
nalazi dvije jedinidne duzine lijevo od 0. 
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I 


m g Z ? 
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OE 


3 


-2 


2 


n- 2 ) 


ni) 


p 
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E 
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Tako jc. Jcr. u na&cm hotelu 
dvokrevetnih soba. I 
brojevi, ditav skup Z bin smjc$lcn 
lako jc tih brojeva beskonadno mnogo 


p 


pravcu nema 
na taj de nadin svi cijeli 


Todno. Jednako demo postupiti i za sve ostale 
razlomke, sve brojeve oblika m ■ 


na pravac 


I 


• • • 


, gdje je m 

cio broj, a n prirodni broj. Jedinidnu duZinu 
OE podijelit demo na n jednakih dijelova i 


n 


-J -3 -2 -1 0 1 2 3 4 

n-4) t\t 3) n-2) n-t) o e m\ to) m p 


no 







dobiveni dio nanijcti |m| puta od ishodista. 
Tako demo na pravcu dobiti mjcsto koje pri- 

pada broju —. 


nalna os. A realan broj x, koji je pridru^cn 
todki T pravca p. zovc sc koordinata loCke T u 
koordinatnom susiavu (O \OE). 


n 


x 


P 


0 E 


T(x) 


n 


0 


nji£ 


p 


0 


To je, dakle, laj koordinalni suslav... 

...na pravcu. Ali kad njcga imamo, koordinalni 
sustav u ravnini nije problem, 2elimo li odrcdili 
poloiaj todke u ravnini. uzet demo dva medu- 
sobno okomita brojcvna pravca sa zajcdnidkom 
podclnom todkom O. 


I lako smo popunili sve sobe - todke na pravcu. 

Ne. nismo. Posto na pravac smjcslimo sve 
racionalne brojeve, ostat ce nam jos slobodnih 
soba - lodaka. 

Kako to? Koje de todke ostati? 

Pokazat du vam na jednom primjeru. Sigurno 
je ostala slobodna todka koja je udaljena od 
ishodiSta za duljinu dijagonale kvadrata stranice 


y 
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E 


0 


i 


E 


P 
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Pravcc obidno oznadavamo sa x i y a nazivamo 
ih os apscisa i os ordinata ili. krade, v-os i y-os. 
I tako smo dobili pravokutni koordinalni sustav 
u ravnini. a oznadavamo ga sa (O : ()E , OF) pri 
dcmu su OE i OF jedinidne duzine na koordi- 
natnim osima. 

A kako odredujemo polozaj todke? 

Vrlo jednostavno. t. zmimo npr. ma kv>ju todku 
T u ravnini. 


A zasto baS ta todka nije dobila svi)j broj ? 


Dosada nije, jer je duljina dijagonale naseg 
kvadrata d 2 = l~ + 1* 


V- 


odnosno d = J/2. a 

nije racionalan broj. ne moze se predoditi u 
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obliku razlomka 
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A kakav je to onda broj ? 

|/2 pripada skupu brojeva koje nazivamo iracio- 
nalnim brojevima. To su npr. brojevi p2. [/3. 

ft- V'l. V2. 7i... a njih je takoder beskonadno 






mnogo. 

A skup racionalnih i iracionalnih brojeva dim 
skup realnih brojeva. Ili. todnije. skup realnih 
brujeva fR) je unija skupova racionalnih (Q) i 
iracionalnih brojeva (I) i pi§emo R = QUI. 

Da I' su sada. kad smo sve racionalne i iracio¬ 
nalne brojeve smjestili na pravac, sve todke 
pravca popunjene brojevima? Nije ostala ni- 
jedna soba - todka slobodna? 

BaS nijedna. Jer todaka na pravcu ima tocno 
toliko koliko i realnih brojeva. I svakoj todki 
pripada samo jedan broj i obrnuto. svakom 
realnom broju pripada samo jedna todka. 

Znadi u dlaku todno: jedna todka - jesdan broj, 
pridruiili smo ih 1 

Upravo tako. Takvo se pridruzivanje ponckad 
dak i naziva I 

matematicari rado ka2u, bijektivno pridruziva¬ 
nje. I pravac na kojemu su na taj nacin smje- 
steni brojevi zove se brojevni pravac ili koordi- 
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Ako todkom / povudemo paralelu s .v-osi, ona 
sijede os y u todki 7' v , a paralela tockom T sa 
y-osi sijede .v-osi u todki T t . Todkama T, i 1\ 
pripadaju potpuno odredeni realni brojevi a i v 
i oni su koordinate todke T Dakle. svakoj todki 
ravnine pripada ureden par od dva realna broja 
a i y. 

$to znadi ureden par? 

Za par kazemo da je ureden ako todno znademo 
koji je prvi, a koji drugi element. 

Ne smijemo ih. dakle, zamijeniti. 

Ne. niposto. jer je naprimjer sa (2.3) odredena 
jedna. a sa (3,2) druga todka ravnine. 


1. 


1 pridruzivanje ili. kako to 
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Dobro. A sada u koordinatnom sustavu odrc- 
ditc to£ke koje pripadaju uredenim parovima 
brojeva A{\,2) B( - 3, 2) C(0,-2) D(2,-2). 

Nenia problema, tu su... 
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Kuzimo stvar. Ureden par (2,3) znaCi da idemo 
najprijc 2 jedinice desno po x-osi i onda 3 
jedinice prema gore, a kod para (3,2) morali bi 
najprijc 3 jedinice udesno, a zatirn 2 prema 
gore. To bi crtali ovako: 


Nas koordinatni sustav dijeli ravninu 
...na Cetiri dijela . 

koja se nazivaju kvadranti, a obidno ih ozna- 
Cavamo rimskim brojevima. 
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Tako je! I u skladu s tim, ako bismo koordinate 
na$eg hotela s kojim smo po£eli razmatranja 
koordinatnog sustava Zcljeli nazna£iti samo bro¬ 
jevima. lo bi bio par (1,3), naravno uz pretpo- 
stavku da se nalazimo u ishodiStu koordinatnog 

sustava. 

Da. jer prva brojka naznaCujc kretanje po v-osi. 

Tocno. A ureden par brojeva ozna£avamo sa 
(x, y). I upamtite: svakoj je to£ki ravnine pri- 
dru2cn uredeni par brojeva, no vrijedi i obrat ... 

Svakom uredenom paru brojeva (,v.v) pridru- 
£cna je jedna to£ka ... 

Jest, pridruiena mu jc potpuno odredena tocka 
7 ravnine za koju je x apscisa a y ordinata. U 
koordinatnom sustavu na slici uertano je ncko- 
liko tocaka. Odredite parove brojeva, tj. koor¬ 
dinate koje im pripadaju. 
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Sad znamo i to. A kad treba uertati toCke, 
koordinatni jc sustav tu, i ertamo ih bez proble¬ 
ma. 

Tako je. Ali koordinatni sustav ne slu2i samo za 
ucrtavanje toCaka. Njegova je uloga mnogo 
vainija. 

Pa 5to jo$ moiemo s njim? 

I reba ponajprije znati da osim tog, pravokut- 
nog, postoje joS i drugi koordinatni sustavi: 
kosokutni, polarni, clipticni, sferni, biradijal- 
ni... a u geografiji primjenjujemo geografski. 

Da I' onda postoje i geografske koordinate? 

Naravno, to su geografska du2ina i Sirina. Geo- 
grafski nam sustav omoguduje snalaienje na 
zemaljskoj kugli. No pravokutni koordinatni 
sustav koji smo upoznali moida je i najvainiji, 
a prema francuskom filozofu, fizi£aru i matema- 
ti£aru Keneu Descartesu (1595-1650), koji ga 
je otkrio. nazvan je Kartezijevim koordinatnim 
sustavom (Descartes, lat. Cartesius). 

A zaSto je taj sustav tako vaian? 

Prije njegova otkrica 1637. god. algebra i geo- 
metrija razvijalc su se i proudavale zasebno, 
svaka svojim metodama. A koordinatni je su¬ 
stav omogucio da se uspostavi veza izmedu 
brojeva i tofaka, izmedu algebre i geometrije. 
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Da vidimo ... Evo ih: /', (2.2). 7\(-3.1). 
7\( - 1.- I) i T 4 (3, — 2). 
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A kako izgleda ta veza? 

Objasnit 6u vam na primjeru kru2nice. Krufcnica 
je, kao 5to znate, geomctrijski lik. geometrijski 
objekt... 

Da, to jc skup toCaka ravnine koje su jednako 
udaljene od jedne Cvrstc to£ke. 


Tako jc. I to jc jednadZba kruinice. Nakon 
toga umjcsto kruzmce kao geometrijskog 
objckta algebarskim metodama mo2cmo prou- 
tavati tu jednadibu. 

A, tako su one povczane. 

Da, na neki naCin. Naimc. primjenom koordi- 
natnog sustava razvilc su sc i nove matematicke 
discipline, prvcnstveno analitilka gcometrija, 
koja pomocu algcbrc istrazuje geomctrijske 
objcklc. Iz nje sc razvila i diferencijalna geomc- 
trija. zatim mchanika... Otkricc koordinalnog 
sustava bilo jc vrlo plodotvorno za razvoj rnalc- 
matikc i t'izike. 

Auu... Pa on je zbilja jako va2an. 

Jest i sniatra sc da s Descartesovim otkricem 
pofinje i nova etapa razvoja matematike. 


ToCno. 1 pomocu koordinalnog sustava mo- 
zemo iako odrediti i njezinu jednadibu. 

Kako? 

Vrlo jednostavno. Postavimo koordinatni si- 
stem tako da mu ishodiSte bude u srcdiStu 
kru^nice. Na kruZnici proizvoljno odredimo 
tocku T i njezine su koordinate (.v, y). 

Dobro. I Sto onda? 

Na pravokutni trokut kojemu su katctc i i v a 
hipotenuza r, primijenite Pitagorin teorem, pa 
£ete vidjeti koji uvjel moraju zadovoljavati x i 
y kad je rije£ o koordinatama todke na kruinici. 

r- _ 2.2 1 

Evo, x + y — r, 
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PERMUTACIJE 


Prije negoli upoznamo pcrmutacije, ponovit 
ccmo neSto o skupovima. 

To znamo. 

Dobro, onda recite koji skup nazivamo konac- 
nim skupom. 

To je onaj koji ima kraj. 

Hmm ... Pogledajte ovaj skup: 

, — 1}. On ima kraj ... 

Kuzimo. Ncnia pofetka. Konacan je onaj skup 
koji ima pocetak i kraj. 

To zvuci dobro, ali ... nije tocno. 

Kako to? 


ToCno. Elementi uredenih skupova Cine, dakle. 
neki niz elemenata. Promotrimo sada, radi jed- 
nostavnosti, jedan ureden skup s malini brojem 
Clanova. Neka je to. naprirnjer, skup {1.2.3}. 
Moicmo li te elementc poredati i drukCijc? 

Nema problema. Moze i ovako: {2. 1.3}. 

I kako joS? 

{3.1,2}. 

Dobro. Da bismo ispisali sve moguenosti te 
sljedove svrstajmo po nekom pravilu. 

Kakvom pravilu? 

Vrlo jednostavnom. Neka je npr. najprije broj 
1 na prvom mjestu. dakle: (1.2.3) (1,3,2). 
Dobili smo dva uredena niza. Neka zatim na 
prvom mjestu bude 2 ... 

(2,1.3) (2,3,1). A sada 3 na prvom mjestu: 

(3, 1.2) (3.2. 1). 

Tako jc. Sve te nizove pregledno moZemo 
pnkazati »granastim« dijagraniom ovako: 


Pa 


{...-4,-3, 
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Promotrimo npr. skup realnih brojeva u zatvo- 
renom intervalu od 1 do 


. dakle skup 

}. Taj skup ima i poCe- 


11.21 = {.v 6 R : 1 


■> 


x 


tak i kraj, ali je ipak beskonaCan. 


Pa koji je onda konacni skup ? 

KonaCni skup je skup s konacno mnogo eleme¬ 
nata. Zar to nije jednostavna definieija ? 

Jee ... 

Navedite nekoliko takvih skupova. 

Evo ih... {Ivo, Pero, Marija). {1.2.3,4.5.6}, 

{«./>} 

U redu. A za koji skup kaiemo da je ureden? 

Ureden jee... ako znamo koji je element prvi. 
koji drugi, koji treci... koji gdje pripada. 

Nije baS precizno, ali to od vas i ne oCekujem. 
PiSemo li npr. prirodne brojeve njihovim pri- 
rodnim redoslijedom, dobivamo uredeni skup u 
kojemu je manji broj uvijek ispred vecega: 

{1,2,3,4,5,6,7}, {3,4,5,6}, 

{12,13.14,15.16,17}, itd. 

Kakav skup cine slova abecede? 

Ureden skup. 

Je li taj skup i konacan? 

Da, to je konacan ureden skup. 


2-3 


1 2 3 
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1 3 2 


3-2 


2 1 3 


1 - 3 


2 


* • 


3 - 1 


2 3 1 


1 - 2 


3 1 2 


3 


2 - 1 


3 2 1 


Iz tog prikaza mozemo odrediti i koliko je tih 
nizova. OCito ill ima 3*2 = 6. Prema tome, niz 
od tri clana mozemo pisati u 6 razlicitih redosli- 
jeda. 

Dobro. a kakve to veze ima s nasom perturbaci- 

jom? 

Kakvom perturbaeijom ? Mislite, valjda. na per- 
mutaeiju. 

Da, da, na nju smo mislili. 
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Ima veze, itekakve. Jer. permutacija je svaki 
mogudi redoslijed. svaki poredak u nizu. 

Znadi da su 1,2,3: 1,3,2 i 2,1,3 
cije... 

...skupa {1,2,3}, a todnije sc ka2c ovako: 
Permutacija u skupu 5= {<■/,. a 2 ... </„} (kS = n) 

jest svaka varijacija Ai-tog razreda u skupu S. 

A Sto je varijacija? 

To histe morali znati i sami. Ako ste pak 
zahoravili. pazljivo proditajte tckst »Varijacije 
i problem je rijeSen. A sada za vjezbu »grana- 
stim« dijagramom predocite 
skupa {1.2,3,4} i na osnovi dijagrama 

zakljudite kako sc najjednostavnije, 
moie odrediti koliko ih ima. 

Dobro, to demo ovako 


I u su sve pcrmutacijc. A koliko ih je, izradunat 
demo ovako: imamo 4 dijagrama, a u svakom 
je 3 • 2 permutacija. ukupno ih je 4 • 3 • 2 = 24. 

Tocno. Odredimo jo$ opdenito, broj permuta¬ 
cija ovisno o broju dlanova niza odnosno skupa. 
Podimo redom. Jednodlani skup ima, naravno, 
samo 


permuta- 


« • I 


• • • 


...jednu permutaciju. 

Da. I piScmo: P(l) = 1. Daljc, dvodlani skup 
ima ... 

...dvc pcrmutacijc ... 

I to cemo zapisati: 

P(2) = 2, ili P(2) = 2 • P(l) = 2 * 1. 

I rodlani skup, vidjeli smo, ima 6 permutacija. 
a dobijemo ih kao umnoiak 

3 -2. ili P(3) = 3 • P(2) = 3 • 2 • 1 

Skup od 4 dlana ima ... 

4 • 3 • 2 = 24 pcrmutacijc. 

Jeste. Svakom elementu detverodlanog skupa 
pridruZili smo Sest permutacija od preostala tri 
elementa pa je: P( 4) = 4-P(3) = 4-3*2-1 =24. 

Broj permutacija peterodlanog skupa dobit 
demo ako svakom elementu 5-dlanog skupa 
pridruiimo P(4) permutacija, pa je 

P(5) = 5 - P(4) = 5 - 4 • 3*2* 1 = 120. 

I sada joS opdenito: ima li naS skup n razliditih 
elcmenata, ukupan broj permutacija dobit 
cemo ako broj permutacija skupa od (az- 1) 
elcmenata pomnoiimo sa n , dakle: 

P(n) = n * P (n — 1) ili 

P(n) = n(n — 1) {n — 2) (/i — 3) •... ■ 2 • 1 ili krade 

P(n) = 

A $to znadi taj usklidnik? 

1' matematici ga nazivamo faktorijel i kada ga 
piSemo iza nekoga prirodnog broja, npr. 5!, 
ditamo »pet faktorijcla« ili, opdenito, n ! ditamo 

. Znak nam kazuje da napisani 
broj moramo mnoiiti redom brojevima 
jedan manjim sve do jedinice. Stoga je: 

1 ! = I 
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sve permutacije 

sami 
radunom. 
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12 3 4 


2-4 


3 12 4 
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4-3 


12 4 3 


4-2 


3 14 2 


1 - 4 


3 2 14 


4 - 1 


3 2 4 1 


1 - 2 


3 4 12 


2 - 1 


3 4 2 1 


2-3 


4 12 3 


3-2 


4 13 2 


1 - 3 


4 2 13 


3 - 1 


4 2 3 1 


1 - 2 


4 3 12 


n\ 
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4 3 2 1 




en faktorijela 
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« 


za po 


2 ! = 2 - 1 




3! 


3-2-1 


b 


4! 


4-3-2- l 
6 - 5 • 4 - 3 - 2 - I 

Ili opdenito, 

n (n 


24 


5! = 5-4-3 -2 - I = 120 
720 itd. 


6! 




1) (n 


2) (n 3 ) •... * 2 - 1 


n : 


Sve je jasno. 

Kad je tako, izradunajte koliko permutacija 
mo2emo nadiniti od slova rijedi SJDRO ? 

Io je lako. SIDRO ima pet slova. a broj 
permutacija bit de 

P(5) = 5 • 4 - 3 • 2 • 1 = 20 • 3 • 2 = 60 • 2 = 120. 


Dobro. A kako glasi 30-ta permutacija od rijedi 

SIDRO ? 

Uuuu 


Morali bi‘ ih sve ispisati da vidimo koja 
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Moie i tako. ali mo2e i jednostavnije i brie. 
Kako? 

Potrebno je samo malo domiSljatosti i problem 
je rijeSen. Koristit cemo sc leksikografskim 
uredajem kao Sto se npr. piSu rijcfi u rjcCniku 
ili irnena u telefonskom imeniku. Koliko ima 
permutacija rijefi SIDRO sa slovom S na prvom 
mjestu? 

Da vidimo. Preostala su slova IDRO . dakle 
fetiri slova, a P(4) = 4* 3*2 • 1. To je 24. Sa 
slovom S na prvom mjestu postoje 24 permuta¬ 
cije. 

Jest. I 25-la permutacija je prva permutacija sa 
/ na prvom mjestu, a glasi ISDRO. Koliko ima 
permutacija sa IS na prva dva mjesta? 

Ostala su slova DRO, dakle iri slova, a 
P( 3) = 3 • 2 • 1 = 6. Sa IS na prva dva mjesta ima 
6 permutacija. 

Tofino. A 24 + 6 = 30. Dakle, 30-ta permutacija 
na prva dva mjesta ima slova IS, a na ostala tri 
je zadnja permutacija od slova DRO... 

i to je ORD. Onda je 30-ta permutacija od 
SIDRO...ISORD. S pernuitacijama nema pro- 
blerna. 

Vjcrujem da fete bez problema odrediti i koja 
je po redu permutacija DORIS od SIDRO 

Jasno 
izrafunati ? 

Rekli ste da nema problema. Malo cu vam 
pomofi. Zadatak mo2emo rijeSiti primjenjujuci 
leksikografski uredaj, a moienio ga i neSto 
drukfije oblikovati s brojevima, ovako: 

DORIS 
3 5 4 2 1 

Isli zadatak, drukcije formuliran, glasi: Koja 
je po redu permutacija 3 5 4 2 1 od 1 2 3 4 5? 

To razumijemo. 1 $to sada? 

Odredit cemo broj permutacija od 1 2 3 4 5 koje 
su na redu prije 3 5 4 2 1. Sigurno je da su to 
sve permutacije sa 1 na prvom mjestu i sa 2 na 
prvom mjestu. Sa 1 na pravom mjestu ima ih ... 


24 


.../>(4) = 4 • 3 • 2 • 1 
I ofno. A sa 


na prvom mjestu takodcr 

4-3*2- 1 = 24, i to je ukupno 24 + 24 = 
= 48. Dakle. 49-ta permutacija jest: 3 12 4 5 
Sa 3 1 na prva dva mjesta ima ... 

Ostala su tri broja, a R (3) = 3 • 2 • I =6 permu- 
taeija. 

Dobro. Dalje ... Sa 3 2 na prva dva mjesta ima 


•> 


H4) 


...takodcr 6 permutacija. 

Brojevi 3 4 na prva dva mjesta daju daljnjih 6 
permutacija, i to je ukupno 48 + 6 + 6 + 6 = 
= 66 permutacija. 67-ma permutacija glasi: 3 5 
1 2 4. Sada smo vec blizu rjesenja. Sa 3 5 1 na 
prva tri mjesta postoje... 

dvije permutacije, jer je P(2) = 2 • I =2 

Tako je. Dalje nastavite sami. 

Nema problema. Sa 3 5 2 na prva tri mjesta su 
dvije permutacije. i to je ukupno 66 + 2 + 2= 

= 70 permutacija. 71-a permutacija od 1 2 3 4 5 
je 3 5 4 1 2, a 3 5 4 2 1 je 72-a permutacija. 

Dakle. DORIS je ... 

72-a permutacija od rijefi SIDRO. 

Jest. Za vje?bu jo$ izrafunajmo koliko permu- 

taeija ima rijef ASOCIJACIJA. 

AT ce tu biti mnoZenja 

Da. No obratinio pa^nju na to da sc neka slova 
u rijefi ponavljaju. 

Stvarno, A se ponavlja tri pula, C dva puta, a / 
i J se takoder dvaput ponavljaju. 

Tako je. I takve permutacije nazivamo permu- 
taeijama s ponavljanjem. A broj permutacija s 
ponavljanjem od n clemenata. medu kojima 
ima n j jednakih. n 2 jednakih ... n k jednakih. 
dan je formulom 


I • • 


DORIS jeee ... Ma kako demo to 
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S I DRO 


1 2 3 4 5 


n : 


V 


fiji in) 


t * 


/i,! n : ! 


fh ' 
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Prema toj formuli izracunajte broj permutacija 
rijefi ASOCIJACIJA. 

Dobro. Ukupan broj slova u toj rijefi je // 
a //, 


II. 








n 2 


i n 4 


. pa je 


. tlx 
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ii 


id 

•i ' r 


< ! 3 I 3 I f 


11•10-9-8-7-6-5-4*3-2* 1 


831 600. 


3 * 2 • 1 • 2 • 1 • 2 • 1 • 2 • 1 


to bi' sve tesko ispisali. 


Auuu 
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Recite koje tijelo ne pripada po obliku ovom 
skupu. Objasnite zaSto. 

Tuu ... ne pripada ... kugla... jer je okrugla, a 
sva su ostala tijela Siljasta i co§kasta. 

Mislite uglasta. 

Da, imaju mnogo kutova. a stranc su im ravne. 

ToCno. Osim kugle, sva su ta tijela u prostoru 
omedena odredenim brojem poligona. Takva 
se tijela nazivaju poliedri ili mnogostrani. 

Jer imaju mnogo strana. 

Sto su strane poliedra? Kakvi su to likovi? 

To su trokuti, detverokuli, pcterokuti ... 

Ili, jednim inienom, poligoni. A stranice tih 
poligona u kojima se sastaju po dvije strane 
zovu se bridovi poliedra. Tri ili vi§e bridova 
sastaju se u todkama koje zovemo vrhovi polie¬ 


dra. Kako zovemo du£inu koja spaja dva vrha 
$lo ne leze na istoj strani poliedra? 

To je dijagonala. 

Da, to je prostorna dijagonala. Naime, na 
poliedru razlikujemo prostorne i plosne dijago- 
nale. 
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Plosne su one koje lc 1 e u nckoj strani. u nekom 

poligonu. 

Tako je. Pokazite na kocki jcdnu prostornu i 
jcdnu plosnu dijagonalu. 

Nenia problema ... evo 


imaa... da vidimo... 10. II. 12 bridova b — 12, 
a sest strana, s — 6, pa je 

8- 12 + 6 = 2. ili 2 = 2, 

za kocku formula vrijedi. 

Vrijedi za svaki konvcksni poliedar. Ako usta- 
novite da za ncki ne vrijedi, to znaci ... 

...da je Euler pogrije§io. 

Ne. nego da ste vi negdje zabrljali stvar. A sada 
da vidimo koliko poznajete pojedine poliedre. 
Kako se zove ovo geometrijsko tijelo? 
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HG je, recimo. prostorna, a BF plosna dijago- 
nala. 

ToCno. Ponovno pailjivo pogledajte sve polie¬ 
dre i recite koji od njih nije konveksan i zasto. 

Evo, ovaj nije... 
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To je prizma. 

Jest. Poliedar omeden dvama sukladnim poligo- 
mma i paralelogramima zove se prizma. 
Osnovke prizme su poligoni. a pobocje parale- 
logrami. Ovisno o tome ima li za osnovku 
trokut. cetverokut 

trostrana, detverostrana, n-terostrana. 
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/j-terokut. prizma se zove 
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...a nije konveksan zato ... Sto du2ina AH. koju 
dobijenio kad bilo koje dvije tocke A i H 
poliedra spojimo, ne pripada poliedru. 

focno. A mi cemo se baviti samo konveksnim 
poliedrima ... 

jer su oni jednostavniji. 

Da. na ncki na6n. Upoznat cemo odmah i 
jcdnu vrlo vaznu formulu koja vrijedi za polie¬ 
dre. Ako broj vrhova poliedra oznalimo 
broj bridova sa h i broj strana sa s, onda je 

b + s 


\ 


Znate li koju prizmu nazivamo pravilnom? 
Prizma je pravilna... ako su joj pravilne osnov- 

kc... 


odnosno ako su osnovke pravilni poligoni i 
ako je prizma uspravna. A koju prizmu nazi¬ 
vamo paralelepipcdom ? 

To je ... ovakva prizma: 


• • • 


• k • 


sa \\ 




v 


Ta se jednakost naziva Eulerovu formulu za 
poliedre. Provjerite je na kocki. 

Evo ovako 


Kocku ima N vrhova. v 


S, 


• * r 


Da. C ctverostrana prizma kojoj su 

paralelogrami naziva se paralelepiped. Ako 

u paralelepipedu sve strane pravokutniei 

lelepiped se naziva pravokutni paralelepiped ili 
kvadar. 


sve strane 
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Izgleda kao kutija Sibica. 

Jesu li. pak, osnovke kvadra kvadrati, takav sc 
kvadar zove kvadratna priznia. 




Kocka je, znadi, kvadar kojemu su duljinc svih 
bridova jednake. 


joj svi pobotni bridovi sukladni. 
Prema tome, poboCke pravilne piramide su 
sukladni jednakokraCni trokuti. Kako cemo iz- 
raCunati obujam i povrSinu piramide? 

Jednostavno. Obujam dobijemo ako izraCu- 
namo povrSinu baze, pomnoZimo je visinom i 
podijelimo sa tri. a povrSina je jednaka zbroju 
povrSina baze i pobodja. 

Dobro. Evo joS jednog poliedra koji vam je 
vjerojatno poznat... 


\ 


ToCno. I to jc ono najosnovnije o prizmama. A 
vjerujem da biste povrSinu i obujam znali izra- 
dunati, 

Kako ne bi znali! PovrSina je zbroj povrSina 
osnovaka i pobocja ili zbroj svih strana. a 
volumen dobijemo ako povrSinu osnovke pom- 
noiimo visinom. 

Dobro. Idemo dalje. Sto znate o piramidi? 


Pa on izgleda kao neki klin. 

Da. i zovc se klin. Osnovica mu je paralelo- 
gram. a strane su dva trapeza i dva trokuta. 
Ako ga prereiemo ravninom usporednom s 
osnovkom, dobijemo... 


Piramida je poliedar kojemu su strane trokuti. 
a osnovica trokut, Cetvcrokut... 

Da, osnovka, je, dakle, poligon, a poboCke 
trokuti. Kazemo da je piramida uspravna ako 
su joj svi poboCni bridovi jednake duljine. 
Prema broju stranica poligona, piramida je 
trostrana, tetverostrana... Upamtite da se tro- 
strana piramida naziva i tetraedar. Kaienio da 
je piramida pravilna ako joj je osnovka ... 


.postolje za spomenik, ha. ha, ha... 

Pa, izgleda otprilike tako. Taj se poliedar naziva 
obelisk. 

Ima ih zbilja svakakvih. 

Slalem se. A medu poliedrima su osobito va2ni 
pravilni poliedri. 

To su, valjda, oni cije su strane pravilni poligo- 


• • 


...pravilni poligon. 


ni. 


Da. Poliedri omedeni sukladnim pravilnim poli- 
gonima u kojima se u svakom vrhu sastaje 
jednak broj bridova zovu se pravilni. Ima ih 
pet, a to su: pravilni tetraedar, oktaedar, iko- 
zaedar, heksaedar (kocka) i dodekaedar. 
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On izgleda kao dve piramide sa zajednickom 
bazom... 

• ••a mrc2a mu sc takoder sastoji od sukladnih 
jednakostranidnih trokuta. Koliko ima strana, 
koliko vrhova? 

Ima osam strana i Sest vrhova. 


a 


Tako jc. A s obzirom na to da iz svakog vrha 
izlazi jcdna dijagonala, oktaedar, ima 

6 - 1 


3 dijagonale. 

Sa dva dijelimo da ih nc racunamo dvostruko. 

Naravno. Broj bridova oktacdra moiete iako 

sami odrediti i potom provjeriti Eulerovu for- 
mulu 

Ncma problema. 

A mi moiemo dalje. I ikozaedar je takoder 
omeden sixkladiiim jcdnakostraniCnim trokuti- 

ma. 


■> 


Zasto za tctraedar treba naglasiti da je pravi- 
lan ? 

Zato «sto je svaka trostrana piramida i tctraedar. 

a svaka takva piramida. naravno, nijc i pravilni 
tctraedar. 

l T tome jc stvar. Pa laj pravilni tctraedar je... 
to je tetrapak. 

Jest. Mlijeko i sokovi kojc kupujemo u trgovini 
cesto su pakirani u papirnc tetraedrc, a takva 
pakovanja obicno zovemo tetrapakom. Koji jo§ 
pravilni poliedar otprije poznajete? 

Kocku. 


• • • 


Poglcdajte pazljivo i recite koliko ikozaedar 
ima strana, vrhova i bridova. 

Ima ih. bogme, dosta 
koliko je vrhova ... 

Ima ih 5 + 5 + 2 

Dobro. Koliko se u svakom vrhu sastajc troku- 


Tako je. Sada cemo ih 
detaljnijc. PoCnimo 
C^'ime je omeden 


sve upoznati i malo 
s pravilnim tetraedrom. 
ovaj poliedar? 


Da najprije vidimo 


• • • 


12 . 


Omeden je sa cetiri jednakostranicna trokuta. 

Jest. I ako ga Zelimo naCiniti od papira 

najprije nafr'niti njegovu mrc2u koja izgleda 
ovako: 


ta ? 


. moramo 


Hmm... 1,2,3.4. ... sastajc se pet trokuta. 

I ako je. I koliko je onda ukupno trokuta 
odnosno strana ikozaedra? 

Strana jee... 12 • 5 

puta pa ih je 


60, ali svaka se raCuna tri 


60 


20 . 


3 


Provjerite Eulerovu formulu za tctraedar. 


Ietraedar ima cetiri vrha, $est bridova i Cetiri 
stranc pa je v = 4, b 
v — b + s 
bivamo 4 


6 i s = 4, a formula glasi: 
2. Kad uvrstimo ove vrijednosti do- 
6+4 = 2 ili 2 


2. Dobro je. 

Koliko pravilni tctraedar ima dijagonala? 
Paa... ncma nijedne. 

locno. Idemo dalje. Da vidimo oktaedar i 
njegovu mre2u. 
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Sigurno. A kako iz svakog vrha dodekaedra 
izlazi 10 dijagonala 

20 • 10 


Todno. A ukupan broj bridova? 

Odredit demo ovako ... u svakom vrhu sastajc 
se pet bridova i to jc 5* 12 = 60, ali svaki se 
raduna dvaput i zato dijelimo s 2 pa je ukupan 

broj bridova 


> • • 


100 dijagonala. AT ih je pu- 

no! Necemo ih, bo'me, provjcravati. 

Znam. 

I s pravilnim smo poliedrima gotovi. 

JoS same neka vazna svojstva. Prisjelimo se 
najprije odnosa pravilnih poligona i kruinice... 

Svakom se pravilnom poligonu moie opisati i 
upisati kru2nica. Je V to? 

Da. Slicno vrijedi i za pravilne poliedre. A s 
obzirom na to da su to tijela... 

...njima se mo£e opisati i upisati kugla. 

Tako je. Svaki pravilni poliedar ima srediSte 
oko kojega se kroz sve vrhove mote opisati 
kuglina ploha i upisati kuglina plolia koja dira 
sve strane poliedra. 

AT to je tesko naertati. 

Jest, all moiemo bar zamisliti kako izgledaju te 
kugline plohe. Zanimljivo je takoder da se 
svaki poliedar, dakle ne samo pravilni vec 
svaki, moze prikazati kao zbroj konadno mnogo 
tetraedara. 

Znaci da se svaki moze razrezati u trostrane 
piramide. E, to ccmo bafc poku&ati. 

1 buditc pazljivi pri rezanju. 


...on ima 


i 


60 


30. 


7 


Odlidno. Ako iz svakog vrha ikozaedra izlazi 
Sest dijagonala, koliko je ukupno dijagonala? 

12*6 


Ukupno ih ima 
Sljedeci pravilni poliedar dobro vam jc poznat 


36. 


2 


Kocka (heksaedar) ima osam vrhova, Sest 
strana i dvanaest bridova. 


A §to je s dijagonalama? 

Iz jednog vrha izlazi samo jedna, a osam je 

8 - 1 


4 dijagonale. 


vrhova, pa dobijemo 

Dobro. Na kraju promotrimo jo§ i poliedar koji 
je omeden sa 12 pravilnih sukladnih peterokuta, 
tj. dodekaedar. 




Da vidimo koliko je elemenala na sliei. Vrhova 
imaa ...20, bridova dak 30, a strana 12. Jc I* 
dobro? 






















































POLIGON 


Kakvi su to poligoni? 

Opdenito kazemo da jc konveksni lik onaj lik 
koji zajcdno s bilo kojc svojc dvijc razlicite 
toCkc A i B sadr^i i svaku to£ku duzine Ali 
Recite koji je od poligona $to sic ih nacrtali 
konveksan ? 

To je onaj oznacen sa c). 

ToCno Promotrite sad ovaj poligon i opisite ga. 


Znamo ga dobro. Na poligonu smo vjezbali 
primjenu saobradajnih pravila. Tamo je sve k'o 
na pravoj cesti. Postoje semafori. pjesacki prije- 
lazi, znakovi koji pokazuju kuda se.smije voziti. 
parkiraliSte... 

Dobro. dobro. vjerujem da poznajete saobra- 
cajni poligon, ali nisam na njega mislio. Poligon 
je, istina, naziv i za posebno uredenu i oprem- 
Ijenu povrsinu koja sluii za vjezbanje. Stoga i 
autoSkole imaju svoje poligone za voznju, a 
postoje i poligoni za vjeibu pojedinih rodova 
vojske. Medulim. zanima nas poligon u matc- 
matici, poligon kao geometrijski lik. 

A kako izgleda taj lik ? 

Nacrtajte nekoliko zalvorenih izlomljenih erta. 
Nema problema. evo 


Taj poligon ima pet stranica. pet kulova i pet 
vrhova ... 

...i stoga se naziva pctcrokut. Za poligone 
vrijedi op^enito pravilo da svaki poligon ima 
toliko vrhova, tj. zajednickih toiaka susjednih 
stranica koliko i stranica. Kulovi a., a 2 , a,. ct 4 . 

sto ih zatvaraju susjedne stranice poligona 
nazivaju se i unutraSnji kutovi. Kako bistc 
de f i n i r a I i d i j ago n a I e po 1 i go n a ? 


♦ * • 


cu. 


cj 


b) 


a) 


d) 


To su duzine koje spajaju vrhovc poligona ... 

...odnosno njegova dva vrha koji ne pripadaju 
istoj stranici. Koliko dijagonala moiemo povuci 
iz jednog vrha poligona? 

Dvije. 

Da, kod peterokuta. Imamo li. medutim. ma 
koji poligon sa n vrhova, broj dijagonala koje 


Dobro, dosta. Sve Sto ste nacrtali su poligoni. 
DoduSe, malo neobidni. ali ipak poligoni. Poli¬ 
gon ili mnogokut je, naime. naziv za svaki 
ravan, zatvoren lik omeden du^inama koje se 
zovu i stranice poligona. Mi se ipak necemo 
baviti ma kojim poligonirua. vec samo konvek- 

snima. 
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mozcmo povuci iz jcdnog vrha odredit cemo 
tako da od broja svih vrhova. tj. od //. odu- 
zmemo broj vrhova na koje sc iz jednog vrha 
nc mogu povuci dijagonale. Razmislite i recite 
koliko je takvih vrhova? 

Imaa ih...tri. dva susjedna i on sam. Znaci da 
sc iz jednog vrha mozc povuci /?-3 dijagonala. 

Koliki jc onda ukupan broj dijagonala //-tero- 
kuta? 

Ako jc n 

n(n — 3). U petcrokutu jc n 
dijagonala 5 (5 
za racunanje! 

Provjeritc na slici koliko dijagonala ima petero- 
kut. 

Odmah... evo... 1.2.3,4.5. Pa kako to? Ima ill 
same pci, a trebalo bi ih biti 10. 

Da, racunom ste ih dobili dvostruko jer ste 
svaku dijagonalu brojili dvaputa, npr. jedanput 
iz vrha A i% u A\ a drugiput sic brojili iz vrha A x 
u A i. Da bismo dobili todnu formulu za broj 
dijagonala poligona. umno£ak n(n 
ramo podijeliti sa 

n (n -3) 


pravilni jer su im kutovi razliditi kao npr. 
ovom poligonu. 


u 


Pravilni su poligoni oni kojima su sve stranice i 
svi kutovi jednaki. 

A zaSto su vazni pravilni poligoni? 

Mnogc pravilnc poligone mo2emo konstruirati 
ravnalom i sestrom. lako im moiemo odrediti 
povrSinu. Zelimo li npr. ukrasnim plocama 
poploditi pod ili zid, najdeSce cemo sc koristiti 
oblikom nekog pravilnog poligona. Svakom sc 
pravilnom poligonu oko zajednickog srediSta 
moze opisati i upisati kruznica. a to jc srediStc 
u sjecistu simctrala unutrasnjih kutova poligo¬ 
na. Nacrlajmo. uostalom. nekoliko pravilnih 

poligona. pa cctc sc uvjcriti da su vam ti oblici 
dobro poznati. 


vrhova onda jc broj dijagonala 

5, pa je broj 
10. Ma, glavni smo 


3) = 5-2 


3) mo- 
2. Dakle. formula glasi: 


y 


Auu... malo smo sc zeznuli. Zaboravili smo na 
to dupliranje. 

Zato budite pazljiviji pri odredivanju zbroj 
unutrasnjih kutova poligona. 

A kako cemo ga izradunati? 

Jednostavno. Poligon podijelite na trokute. a 
znatc da je zbroj kutova u jednom trokutu 
180°, pa treba samo da 

Znamo, nema problema. Ovako cemo ... 


a 


♦ • • 


Pa oni sc svi sastoje ustvari od trokuta. 

Da, svaki sc pravilni poligon C*iji jc broj stranica 

4 sasioji od n sukladnih trokuta sa zajednid- 
kim vrhom. Svaki od tih trokuta 
karakteristidni trokut n-terokuta. 


n 


naziva sc 


I to su jednakokraeni trokuti. 
Da, 


imaju jednake krakovc. 


osnovica im je 
jednaka stanici «-lcrokuta, a kut nasuprot osno- 

vici jc n pula manji od punog kuta. dakle 


Broj trokuta jc za jedan 
nala iz jednog vrha, 

a zbroj unutraSnjih kutova 
) 180°. Bcz greske. Ako ima mo 

pa jc zbroj kutova 

Jc I’ dobro? 


veci od broja dijago* 
pa jc broj trokuta 


1 


3 4- 1 


2, 


• 360°. 


>: 


n 


(i 


n 


poligona (n 
Sestcrokul, n = 6, 

(6-2) 180° = 4- 180° = 720°. 


Ako znamo karaktcristiCni trokut. 


onda za- 


pravo znamo i sve o poligonu. 
Upravo tako. Zclimo li 


npr. odrediti opscg 
pravilnog poligona. upisanog kru2nici polu- 

mjera r, a nc znamo kolika jc stranica tog 
trokuta, izraCunat demo duljinu stranice, 
noziti jc brojem stranica n i dobit demo 
poligona. I povrSinu poligona izracunat demo 
lakodcr tako da povrSinu karakteristidnog tro¬ 
kuta pomno^imo brojem stranica poligona. Ako 


Odlidno. A unutarnji kut poligona jc 


, naravno. 

Moicmo daljc. Sto mislite, ko- 

je poligone nazivamo pravilnim poligonima? 

To su sigurno oni s jednakim stranicama. 

Nc samo stranicama ved i kutovima. Postojc 
naimc jioligoni s jednakim stranicama koji nisu 


2) 180° 


(// 


n 


pom- 


opscg 
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je zadan, recimo, polumjer opisanc kruZnicc a 
moramo odredili oslalc elemente poligona, ta- 
koder ccmo upotrijchiti karakteristidni trokut. 
Ma ka£em vam, on jc glavni za poligon. 

A dime je odreden pravilni poligon? 

Pravilni je poligon odreden samo jednim jedi- 
nim elemeniom - dovoljno jc da mu je zadana 
jedna od ovih velidina: siranica, polumjer opi- 
sane kruznice. polumjer upisane kruznice. Cim 
nju znamo, s poligonom 

...problema nema. 

Take je. PoSto smo upoznali neka vainija svoj- 
stva pravilnih poligona, ponovimo i neka svoj- 
stva dobro nam poznatih poligona sa tri i detiri 
stranice. 

To su trokut i detverokut. 

Nacrtajte ma kakav trokut, oznadite mu vrhovc, 
stranice i kutove i recite sve sto znate o trokutu. 

To je lako. Evo ... 


5 ' ' 


Trokut koji ima pravi kui je pravokutan. Stra¬ 
nice uz pravi kut nazivamo katetama, a stranicu 
nasuprot pravom kutu hipotenuzom. I rokut 
koji ima tupi kut je tupokutan. a ako su mu svi 
kutovi siljasti, onda je $iljastokutan. Sve zna¬ 
mo. 

To mi je drago. Vjerujem da znate i kako se 
odreduje srediSte trokutu opisanc, a kako sredi- 
$te trokutu upisane kruznice. 

Kako tie hi znali?! Srediste (O) opisanc kruz- 
nice je sjeciSte simetrala stranica ... 

ZaSlo ? 

Zato sto se na simetrali nalaze sve tocke koje 
su jednako udaljene od vrhova, a sjeciste sime¬ 
trala jednako je udaljcno od sva tri vrha. 
Srediste trokutu upisane kruznice je sjeciSte 
simetrala kutova trokuta (5). 


• • • 


c 








fB 


A 


Zbroj kutova u trokutu je 180°, zbroj dviju 
stranica uvijek je veci od trece stranice 

Sto ste oznadili sa a. b . c? 

Pa stranice. 

Daa, dobro. Malim slovima obidno oznadavamo 
i stranice, tj. duzine kao skupove todaka, a 
desto i njihove duljine. a to su brojevi pridru- 
zeni tim duzinama. U tom je sludaju 

d (/?. C), b = d (A . C), c = d(A,B). Slidno 
je, uostalom. i s kutovima. Kutove kao geome- 
trijske figure obidno oznadavamo sa < BAC. 
< ACB. < C'BA , a njihove mjerne brojeve sa 
a, y. p. Recite kako dijelimo trokute s obzirom 
na stranice. a kako s obziron na kutove? 

Sa stranicama je ovako: ako su sve tri stranice 
jednake, trokut je jednnkostranidan, ako su 
dvije jednake a treca manja iP veda. trokut je 
jednakokradan. Jednake stranice zovu se krako- 
vi, a ona treca je osnovica. Trokut koji ima sve 
tri stranice razlidite. zove se raznostranidan. 


Znadete li sto je ortocentar? 

To je todka u kojoj se sijeku pravci kojima 
pripadaju visine trokuta (//). 

Tako je. Koju duzinu u trokutu nazivamo te2i- 
snicom ? 

l ezisnica je duzina koj;i spaja vrh s poloviStcm 
suprotne stranice, a sve tri tezisnice trokuta 
sijeku se u jednoj todki. Nju zovemo te2istem 

trokuta (G). 


• • • 


a 




G ^ 
1 % ^ 


Todno. 1 ove detiri tocke oznadene sa O. S , // i 


G nazivaju se karakteristidne tocke trokuta. A 
tri od njih pripadaju jednom praveu. Znate Ii 
koje su to tocke? 

Too... suu 


sjeciste simetrala stranica. sjeciste 


• • ♦ 


vtsma... 

i sjeciste teziSnica, dakle tocke O. // i (J 
Ako bismo ih sve tri konstruirali na jednom 
trokutu. lako bismo se mogli uvjeriti da sve tri 
todke pripadaju jednom praveu koji se zove 
Eulerov pravac. 


• • • 
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BaS demo pokuSati to nacrtati da vidimo je li taj 
drug Euler u pravu. 

Samo pazite da lodno crtate jer hi se moglo 
dogoditi ... 

Nema prohlema! U crianju smo super. 

Nadam se. A sad malo o poligonima sa dctiri 
vrha. Pozabavit demo se opet samo konvcksnim 
detvcrokutima. Koliki je zhroj unutraSnjih ku- 
tova detverokuta ’? 


Srednjica jee 

(* + **). 

Tako je! Vidimo da trapez poznajete, pa mo* 

2cmo prijedi na drugi detverokul kojcmu oba 

para suprotnih stranica pripadaju paralelnim 
pravcima. 


poluzbroj osnovica. 


' • • m 


i 


S 




Svaki detverokul moiemo rastaviti na dva tro- 
kuta, pa je zhroj kutova 2 • 180° = 360°. 

I ; redu. Znadete It kako se zove detverokul dije 
dvije nasuprotnc stranice pripadaju paralelnim 
pravcima. 


/ 

/ 


D 


a 


b 


b 


D 


C 


A 


C 


: 


B 


/ 


d 


b 


Nema prohlema. I o je paralelogram. Njego\ 
nasuprotne stranice jednake, 
mu sc raspolovljuju. 

Todno. A Sto je s kutovima? 

Kutovi uz jednu stranicu su suplementni, imaju 
zajedno 180°. a nasuprotni su kutovi jednaki. 

Kako se zove paralelogram kojemu su svc 
stranice jednake? 


e 


A 


B 


a 


su 


a dijagonale 


lo je trapez. Stranice AB i CD su osnovice, 
stranice BC i DA krakovi. 

jednaki, trapez je jednakokradan. 

Moiemo li jcdnakokradnoni trapezu opisati ili 
upisati kruinicu? 

Mo2emo samo opisati. a srediste kruinice je u 
sjeciStu simctrala stranica. 

Odlidno. U kakvoj su vezi osnovice sa srednji- 

trapeza, tj. sduZinom koja spaja poloviSta 
krakova trapeza? 


a 


Ako su krakovi 


a 


com 


o 
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No ba§ sa svakim, nego samo s onim. kod kojeg 
jc mjcrni broj punog kula tj. 360 djeljiv s 
mjernim brojem nutarnjeg kula poligona. 
Odrcdile koji su lo poligoni ? 

Vidjel demo odmah. Najprije pravilni irokul. 
Nutarnji kut mu je 60° a 360:60 = 6. Dakle, s 
njim moiemo poploditi ravninu. Daljc imamo 
kvadrat. Njegov je nutarnji kut 90° a 
360:90 = 4; i s kvadratima se mo2e poploditi. 
Onda peterokut. Nutarnji kut pcterokuta je 

(5- 2)-180 3- 180 


E, to je rornb. Njegove su dijagonale okomite. 

Da, pripadaju okomitim pravcima. A koji je 
ovo detverokut ? 


To je pravokutnik jer ima sva detiri kuta prava. 

Moiemo li pravokutniku opisati kru^nicu ? 

Moiemo, i njezino je srediSte u sjeciStu dijago- 
nala. 


108 a 360 nije djeljiv 


5 


5 


108 i s njim ne moiemo poploditi. Da vidimo 
jo$ i Sesterokut. Tu je nutarnji kut 

4- 180 


sa 


(6-2)- 180 


3; 


120 a 360: 120 


6 


6 


sa Sesterokutima se mok poploditi ravnina. I 
tako hi redom mogli ispitati i za ostale poligone. 
A da I’ se ravnina moie poploditi samo sa 
pravilnim poligonima? 

Ne. Poploditi je mofcemo i sa pravokutnicima; 
uostalom i parketi imaju oblik pravokutnika. a 

i sa nekim likovima kao Sto je naprimjer ovaj 


Dobro. A ako su sve detiri stranice pravokut¬ 
nika jednakc ... 


onda je to kvadrat. 

Sto znate o kvadratu? 

Dijagonale su mu okomite, raspolovljuju se, a 
mozemo mu opisati i upisati kruZnicu. Nema 
Sto, to je ... 


• • • 


te kombinacijama nekih likova, npr. kvadrata i 
trokuta i dr. 


...pravi pravilni poligon. 

I na kraju, poSto smo upoznali pravilne poli¬ 
gone rijcSimo jo$ i ovaj zadatak, tzv. problem 
parketiranja, koji glasi: S kojim pravilnim poli¬ 
gonima mokmo poploditi ravninu? 

Pa to mozemo 

nom. 


sa svakim pravilnim poligo- 


• • • 


79 













































PRIRODNI BROJEVI 


Pa njih bar znamo. Nautili smo ih £im smo posli 
u Skolu. To su brojevi 1,2,3,4.5,6... a kazuju 
nam koliko £ega ima. A znamo i kako se 
zbrajaju, oduzimaju, mnoie, dijele... sve. 

Dobro, dobro, vjcrujem. Nisam ni pomiSljao 
da vas ucim prirodne brojeve nego £emo same 
ponoviti ncka njihova svojstva, zakone koji za 
njih vrijede, na£in njihova zapisivanja i slicno. 
Recite, koliko ima prirodnih brojeva? 

Ima ih ... puno ih ima. 

Objasnite malo pobliie Sto mislite pod tim. 
Moiemo brojiti koliko hocemo i ... nikad kraja. 
Postoji li najvcci prirodni broj? 

Nee ... ne postoji. 

Tako je. Ako zamislimo ma kako velik prirodni 
broj. dovoljno jc da mu dodamo jedinicu i 
dobili smo jo§ vcci broj. I zato kafcemo da je 
skup prirodnih brojeva heskonafan. A kako taj 

skup oznadavamo? 


Oznadavamo ga ... slovom N. 

ToCno. N jc poSetno slovo latinske rijcci nalura- 
lis. a to znaCi prirodan, i pi§emo 

{ 1 , 2 . 3 ...}, 

Ako skupu N dodamo i nulu, dobivamo skup 
koji oznaCavamo sa N,,. Dakle. 

= { 0 . 1 . 2 . 3 ...}. 

Kao $to vidite, skup prirodnih brojeva ima 
najnianji ili poCetni clan, ali nema ... 

najveci. 

Tako je. Koje jos svojstvo skupa N znadete? 
Paa ... 

Ima li svaki prirodni broj susjedne clanovc. one 
koji su neposredno uz njega? 

Ima. ima. sjetili smo se. Svaki prirodni broj ima 
neposrednog prethodnika i neposrednog sljed- 
benika. Ma znamo mi ... 

Ima li bas svaki broj svog prethodnika? 

Eee ... prvi nema. 

Tako jc. I skup kojemu Clanovi imaju susjede 
naziva se diskrelan skup. Znademo li tocno 
mjesto svakog prirodnog broja ako brojeve 
pisemo u prirodnom redoslijedu ? 


N 


N 


!*• 




s 





Jasno da znamo. Za svaki 


se broj zna koji je 
ispred a koji iza njega, koji je manji a koji veci 
od njega. 


JK 


K O N 


U % . 

? a t\ \ t, ij i• 


Tako je. I zato kaiemo da je skup prirodnih 
brojeva urcden po velicini s obzirom na rclaciju 

= (ditamo: manjc ili jednako). Promatramo ii 
ma koja dva prirodna broja x 

y. Ako jc. naprimjer. 




sj; 


v i 


i y, uvijek je ill 




v < v, a > v ili x 
x = 6. a v = 9 

...bit ce v < v. 

Jest. A prirodne brojeve, kao i njihov uredaj, 
mozemo prikazati i na brojevnoj crti: 




• • • 




A T V O R 


M OSTl 


t < 2 < 3 < L < 5<6<7<8< 9 < 10 < 




Uodimo li na 


crti ma koji prirodni broj. npr. 
broj 4. vidimo da su lijevo od njega svi manji. 
a desno svi veci brojcvi ... 

...broj 3 mu je neposredni prethodnik. a broj 5 
neposredni sljedbenik. Skup N je uredeni skup. 

Ne samo uredcn. nego i dobro ureden. 

§to to znaci ? 

/.i\ uredeni skup ka^cmo da je dobro ureden 

ako svaki njegov neprazni podskup ima najnia- 

nji iii pocetni element u odnosu prema uredenju 
skupa. Odaberile ma 

Neka je to 10}. Podskup uvijek ima naj- 

manji clan, u naScm je primjeru to «S, i zato je 
skup N dobro ureden. Je P lako? 

Todno. I i 
beskonadan... 

...diskretan i dobro ureden. 


lako je. A kojim oznakama (znamenkama. 

ma koji prirodni 


ciframa) moiemo zapisati 
b ro j ? 


Ovima: 0. 1.2, 3,4, 5. 6,7,8.9. 

Dobro. Sljcdedi prirodni broj, broj deset, 
davamo simbolom 10 i nazivamo 
znate, dekadskom jedinicom prvog reda ili de- 
seticom. Koje su ostale dekadske jedinice? 

To su 1.0 2 * 10\ 10 4 ... 


ozna- 


ga, kao Sto 


Jest. Objasnite zasto su npr. brojevi 358 i 583 
razliditi iako smo ih ispisali islim znamenkama. 

Razliditi su zato sto nam 
oznacuje slot ice. 5 deset ice 
drugom je broju 5 na mjestu stotica, 
mjestu desetica a 3 na mjestu jedinica. 

Todno. Prema tome. 


koji podskup skupa N. 


u prvom broju 3 
a 8 jedinice, a u 

8 na 


upamtite: skup prirodnih brojeva je 


pri zapisivanju brojeva 
va2no je paziti na kojem je mjestu koja znamen- 

ka, jer svako mjesto ima svoju mjesnu vrijed- 
nost. Po moie biti jedinica, desetica, 
tisucica, desettisucica. 


Jest. . 


A uz to je taj skup i prebrojiv 

Sto to znaci ? 


stotica. 

.. Zelimo li broj pisati 
tako da posebno istaknemo mjesnu vrijednost 
znamenke. pisat demo ga 

358 


Kazcm da jc skup .S prebrojiv ako postoji bar 
jedna bijekcija koja 

*N. I prema toj definiciji lako je uoeiti da 
je i skup N prebrojiv jer u njemu ulogu bijekcije 
/ ima identiteta /: N 
koje je / (// ) 

Uh, koliko puno svojstava! 

gotovi ? 

Jcsmo. Sada demo reci nesto o pisanju prirodnih 
brojeva. 

Sto o pisanju ? Pa znamo ih. 

Naravno. Recite 
prirodnih broje\ 

Sto se o njemu ima reci ? 

Kako se zovc brojcvni sustav u kojemu obidno 
zapisujcmo te brojeve? 

Aha ... zovc se dekadski. 


ga preslikava u N, daklc 


ovako: 

3 * HP + 5 • 10 + 8 odnosno broj 
5- 10 2 4-8*10 4- 3. 


f:S 


583 


N. tj. preslikavanje za 


I kada te brojeve zbrajamo, zbrojit demo jedi¬ 
nice s jedinicama. desetice s deseticama i stotice 


n. 


Jesmo li s tim 


sa stoticama. 
Naravno. A 


svaki se prirodni broj n u dekad¬ 
skom suslavu mole napisati u obliku 


(i k 10* + a k , 10* 


-I 


4- ... 4- a > 10 : + i() -f a 


n 


valjda. pisati 
sve sto znadcte o 


pri demu je a t jedna od znamenki 0, I. 2.3, 4, 5, 

6.7.8.9 ili. kra£e, «, e {0. 1,2,3.4.5.6.7,8,9}. 
a i = 0.1.2.. .k. 


pisanju 


a. 


Znamo. Izglcda komplicirano. aP je u praksi 
jednostavno. 

Slaiem 


sc. Koliki je k npr. kod broja 4572, 

Sto je </„, </,. a 2 , (Ik? 


a 
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Zakon komutaeije glasi: za svaka dva prirodna 

broja a, b vrijedi da je 
3.4 = 4 . 3 , AT to je tako jasno da za to i tie 

treba zakona. 


■> 


3 ay = 4, a 2 = 5, = 7, </„ = z, a 

4572 = 4 • 10 3 + 5 • 10 2 4 7- 10+2. 


To je lako. k 
broj piSemo n 

II redu. Zbrajanje prirodnih brojeva, vjerujcm. 
znadete 


a • b = h • a. Hi: 


• • • 


Vrijedi li zakon komutaeije i za dijeljenje? 
Da vidimo: 4 : 2 


Ma imamo ga u malom prstu. 

Ne sumnjam. Recite samo. koji zakoni vrijede 
za zbrajanje u skupu N? 

Kakvi zakoni!? Pa ne zbrajamo zakone nego 
brojeve. 

Hajd' ne pravite se pametni, sami stc rekli da 
zbrajanje imatc u malom prstu. Malo cu vam 
pomoci da dode i u glavu. Kakav broj dobijemo 
ako zbrojimo ma koja dva prirodna broja? 

Prirodni broj. 

Tako je. 1 zato ka£emo da je skup prirodnih 
brojeva zatvoren s obzirom na zbrajanje, a 
zakon zatvorenosti glasi: ako su u i b prirodni 
brojevi, onda je i a + b prirodni broj. Hi. kra- 
ce: ako su a, b e N, onda je a + b = c c e N. 
Naprimjer, ako je tf = 8 /> = 14, onda je 

8 + 14 = 22, a 22 € N. 

Sigurno. Uvijek je tako kad racunamo s prirod- 
nim brojevima. 

Provjerite vrijedi li taj zakon i za oduzimanje. 
Vrijedi. Evo: 8-14 

oduzimanje ne vrijedi jer — 6 nije prirodni broj. 

Tocno, jer skup prirodnih brojeva nije zatvoren 
s obzirom na oduzimanje. Nadalje. imamo za¬ 
kon zamjene ili komutaeije. 

To znamo. 
npr. 2 4 7 - 

Hi, malo tocnije: za svaka dva prirodna broja a 
i b vrijedi jednakost a + b = b + a. Jeste li se 
sjetili jo$ nekog zakona za zbrajanje prirodnih 
brojeva ? 

Daa ... Kad zbrajamo tri broja, najprijc mo- 
zemo zbrojiti prvi i drugi i tome pribrojili treei. 
ill zbrojiti drugi i treei, pa prvome dodati taj 

zbroj. 

Jest. Jer zakon asoeijaeije ka2e da za prirodne 
brojeve a , b. c vrijedi (a + b) + c = a + (b + c). 
Naprimjer, (3 + 4) + 5 = 3 + (4 + 5) odnosno 

7*4* 5 = 3 + 9. 

Da I’ su to sad svi zakoni za zbrajanje? 

Nisu svi, ima ih joS, ali upamtite bar ove. to s ise 
§to oni vrijede i za mnoienje. Pokusajte ih 
ponoviti, ali tako da ih primijenite na mnozenje 
umjesto za zbrajanje. Hocete li znati? 

Ma nema problema. Evo najprije zakona zatvo¬ 
renosti: ako su a i b prirodni brojevi, onda je i 
a • b prirodni broj. 

Dobro. Skup prirodnih brojeva je, dakle, zatvo¬ 
ren s obzirom na mnozenje. Idemo dalje. 


:4, nije isto. E, ne vrijedi. 

No, vidite da zakon ima smisla jer za svaku 
radunsku radnju moramo znati Sto smijemo 
primijeniti, a sto ne. Ostaje nam jo$ asoeijaeija. 

To je opet .. za tri broja. Ako su a , />, c 
prirodni brojevi. onda je (</ •/>)< =</(/>•* ), ill 
naprimjer, (2*3) -4 = 

Gotovo sa zakonima! 


•> 


2 - 12 


2 *(3*4), ili 6*4 


Nije. jer pri mnozenju Cesto primjenjujemo i 
zakon distribueije. 

Sto je sad to? 

Zakon distribueije nam kazuje da je mnozenje 
u skupu prirodnih brojeva distributivno prema 
zbrajanju, tj. da za svaka tri prirodna broja a, 
/>, c vrijedi jednakost 

a {b + c) = «•/>+</• c 

Ako je npr. a 

5 (7 + 8 ) = 5 ■ 7 + 5 • 8 , ili 5*15 = 35 + 40. 

Daa . . Zna£i, ako neki broj mnoiimo zbrojem. 
svejedno je zbrojimo li najprije pribrojnike pa 
zbroj pomnozimo lim brojem ih broj mnozimo 

pa ih onda zbrojimo. 

Jest. A sada. po$lo smo upoznali osnovne za¬ 
kone zbrajanja t mnozenja prirodnih brojeva. 
recite mi koja su pravila za djeljivosl tih broje- 


5, b = 7. c 


8 . 


6 . Stvarno, za 


• t • 


»svaki sa svakim 


Kojim god redom zbroji^. isto je. 
7 + 2. 


va 


Znamo ill sve. Broj je djeljiv sa 2 ako .. ako 
zavrsava parnim brojem. 

Dakle, ako mu je brojevna vnjednost zna- 
menke jediniea djeljiv a sa 2 . 

A broj je djeljiv sa 3 ako mu je zbroj zname- 
naka djeljiv sa 3. 

Tako je. Isto vrijedi i za djeljivosl sa 9, Prirodni 
broj djeljiv je sa 3 (9) ako mu je zbroj brojevnih 
vrijednosti znamenaka djeljiv sa 3(9). Je li npr 
broj 912 djeljiv sa 3? 

Vidjet cemo ... 9 + I + 2 = 12. a 12 je djeljiv sa 
3. Jest, djeljiv je sa 3. 

Dalje. Djeljivost sa 4. 

Prirodni broj djeljiv je sa 4 ako mu je dvozna- 
menkasti zavrsetak djeljiv sa 4. Tako je h24 
djeljivo sa 4 jer je 24 djeljiv sa 4. A broj je 
djeljiv sa 5 ako mu je zadnja znamenka 0 ili 5. 

Tako je. A kada je djeljiv sa b? 

Ee... 6 = 2*3. Dakle. prirodni je broj djeljiv sa 
6 ako je djeljiv sa 2 i sa 3. 1 jos djeljivost sa 8 . 
Broj je djeljiv sa 8 ako mu jee... troznamenkasti 
zavrsetak djeljiv sa 8 . 




S3 



III. 


opccnilo: prirodni jc broj djeljiv 
1,2,3 


sa 10* 

) ako na kraju ima k nula. I s 

obzirom na to da 


p 


(k 


% • • • 


£ 


smo ponovili pravila za djclji- 

mi jo$ samo koji 
prosti ili prim-brojcvi, a koji su slozeni 


vost prirodnih brojcva. recite 


su to 
brojevi. 

Prosti brojevi sun 


oni koji se ne daju dijeliti. 
mozda ste dobro mislili, ali niste dobro 


• • • 


I Imin. 

rekli. Jer. svaki 
samim sobom. Prosti 


4 • 


je broj djeljiv jedinicom i 

su brojevi, upamtite, pri¬ 
rodni brojevi veci od I koji su djeljivi ... 


...samo sa I i sami sobom. 


Tako je. Navcdile 
Evo ih: 2,3.5.7, I I, 13. 17... 


nckoliko prim-brojeva. 


Dobro. A koje brojeve nazivamo slozenima? 

fo suu.. 


. prirodni brojevi koji nisu prosti. 

Da. Slozeni brojevi 

koji 

4.6. 8,9. 10 

A sto je onda s brojetn I ? Je V 
slozen ? 


su prirodni brojevi veci od 

Naprimjcr 


I 


prosti brojevi. 


msu 


• • • 


on prost ili 


I-. to je specijalan slucaj. Broj 1 nijc ni firost ni 
sloven. 


Iznimka medu brojevima? 

I ako nekako. lime smo ponovili ... 

...svc o prirodnim brojevima. 

Ne sve. alt bar neka osnovna 
zakonc. I ako vas tko pita 

ma. znat cete ipak nesto reci 


I ocno. Vjerujcm d 


a znate i pravilo za djeljivosl 
prirodnog br<>ja dekadskim jedinicama, tj. 

io. ino. moo... 


sa 


svojstva. pravila i 

o prirodnim brojevi- 
o njima. 


U h. 


it) je lako. Broj je djeljiv sa 10. 100. 
ako na kraju ima jednu. dvije. tri ... 


1000 
mile. 


4 • • • 


A E ' 


s 
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RACIONALNI BROJEVI 


Poznajete li racionalne brojeve? $to mozete 
reci o niima? 


to su brojevi ... 


Racionalni brojevi suuu 

Dobro, dobro. Podimo redom. koje brojeve 
nazivamo prirodnim brojevima? 


• • • 






To su brojevi 1,2. 3, 4... Upotrebljavamo ill pri 
brojenju. Ima ih beskonadno mnogo, a skup 
prirodnih brojeva oznacavamo sa N. 

Ako dva prirodna broja zbrojimo,... 

Dosta, dosta. Idemo dalje. Cijeli brojevi. 


Dobro. A mnozenjem dvaju cijelih brojeva? 
Rezultat je uvijek cijeli broj. 

Jest. I zato kazemo da je skup cijelih brojeva 
zatvoren s obzirom na zbrajanje i mno2enje. A 
5 to jc s dijeljenjem? 

Da vidimo: 10:5 = 2, 18:3 — 6, —25:5 
1 dijeljenjem dobivamo cijeli broj. 

Hmm ... A koliko je 2 : 10, 6 : 18 ... Jesu li i to 
cijeli brojevi? 


Cijeli su brojevi svi prirodni brojevi zajedno s 
nulom i negativnim brojevima 
Skup cijelih brojeva oznaCavamo sa Z. 

Dakle, Z = {... - 3, - 2, - 1,0, 1,2,3 ...}. 

Buduci da skupu cijelih brojeva pripadaju i svi 
prirodni brojevi, to je skup prirodnih brojeva 
pravi podskup skupa cijelih brojeva, i piSemo 
NCZ. A skup cijelih brojeva je, kao i skup 
prirodnih brojeva, beskonacan i ureden. 

Da, znamo gdje koji dolazi. 

Kakav broj dobivamo zbrajanjem dvaju cijelih 

brojeva? 

Paa ... zbroj je opet cijeli broj. Evo, naprimjer: 

54-8= 13, -9 + 2 


3... 


2 , 




5 


I • • 


Ponekad dijeljenjem dobijemo cijeli 
broj. a ponekad ne. 

1 zato kaierno da skup cijelih brojeva nije 
zatvoren s obzirom na dijeljenje. Izmjerite ccn- 
timetrom, ali lodno. duljinu i Sirinu svoje biljez- 
nice za matematiku. 


Nee 


• • « 


7, 1 + 18= 19 ... 


Nema problems. Birina je 14 cm i 4 mm, 
dujina 22 cm i 5 mm. 

A koliki je 1 mm u odnosu prema centimetru? 

Milimetar jee ... deseti dio centimetra. 

Jest. Pri mjerenju nam se, 
javljaju i dijelovi jedinica za mjerenje: 
dio, 100-ti dio ... 1 da bismo rezultat mjerenja, 
kao i rezultat dijeljenja dvaju cijelih brojeva, 
uvijek mogli zapisati u obliku nekog broja. 
skup cijelih brojeva moramo prosiriti, moramo 
uvesti razlomke. 

A to su racionalni brojevi. 

Da. Racionalni su brojevi oni koji se mogu 
zapisati u obliku razlomka. naprimjer: 


a 


kao sto vidite. 

10 -ti 
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4 2 13 8 

5* 7* 

racionalni broj je broj oblika 


: 


razlomci jcdnaki ako su im brojnici jednaki 
Ako nisu, vcci jc onaj 

. ..ciji je brojnik vcci. 

I ako je. Evo. pogledajmo nas primjer: 

Zajednicki nazivnik je i najmanji zajednicki 
vi€ckratnik. To jc umnozak 9 i 7. Svcdimo tc 
razlomke na zajednicki nazivnik: 

5 __ 5 • 7 

9 “ 9-7 

i tada ih usporedimo, 

5-7 4-9 

<T~7 < T*~9 

Buduci da je 4 • 9 >7 • 5, to je ... 


... Opccnito kazemo: 

| 

. gdje je in cijelj 

broj, a n prirodni broj. Skup racionalnih broje- 
va. oznaCavamo sa Q Dakle, prema definiciji. 


10 * 


v 


r 5 


• • • 


ni 


n 


i 


9 


ni 


Q 


: /// e Z. n e N ). 


// 


4 4-9 


Sad mozemo i dijeliti bez probicma. 

Naravno. Istina. s jednim izuzetkom. 
broj 0 , jer dijeljenje nuiom nijc definirano. 

Znamo da se ne smije dijeliti nuiom. 

A nadam se da ste uocili i 
sadrzam i svi cijeli brojevi. 

Kako to? Zar u njetnu nisu samo razlomci. 

Jesu. ali s obzirom 
mozemo pisati i kao razlomak s nazivnikom 1 . 

naprimjer 3 


a 


7 7-9 


a to je 


i to da su u skupu Q 


4 


5 


7 9 

Jest. Vjerujem da vam jc sada jasno za§to 
definieija jednakosti razlomaka glasi: dva su 

jednaka ako jc ad — be. 


na to da svaki cijeli broj 


> 




5 


itd., izlazi da je 


a . c 
b 1 d 

To je zato sto. 

nazivnik bd. imamo 


I* 


I 


razlomka 


skup eijelih brojeva (Z) pravi podskup skupa 
racionalnih brojeva (Q). dakle ZCQ 

Pravi je podskup zato $to skup Q osim eijelih 
sadrzi i druge brojeve. 


svedemo li ih na zajednicki 

d'd . b • c 


. Nazivnici su 


i 


b • d b ■ d 


jcdnaki. a ako su im i brojnici jednaki. onda 
i razlomci jednaki. 

Tocno. Ako je pak ad 


I ako je. I za skupovc N. Z i Q vrijedi odnos 

NCZCQ 

Upamtile takoder da pri racunanju u 
racionalnih brojeva vrijede su zakoni koji vri 
jede u skupu prirodnih i eijelih brojeva. 

I o je zakon komutaeije 


su 


be. onda je razlomak 
. Iz definieije jedna- 


skufni 


a 


c 


manji od razlomka 

kosii razlomaka proizlazi 
svojstvo koje se 

lo je proSirivanje odnosno skracivanje razlo¬ 
maka. 

Znamo, tako je npr 


b 


d 


takoder i poznato 
cesto pojavljuje pri raCunanju. 


. asoeijaeije. distribueije 


Da. I ako dobro 
racionalnih brt>jeva... 

...s prirodnim i cijelim brojevirna 


poznajemo racunanjc u skupu 




4 


* 3 


nema proble¬ 


ms 


m a. 

Tako je. Nadam se da znadetc raCunati s raz¬ 
lomci ma. 

Ma kako ne bi* znali! 

Dobro. Onda recite kako biste ustanovili jesu li 

. 4 


a it • m 


Jest, ili opccnito: 


m € Z). 


* b 


h • ni 


2 2-2 3*2 


4 • 




5 - 2 


pa npr. 


4-3 


5-3 * 


s 


brojevi 


po svojoj vrijednosti jednaki, 

5 sa 9 i 4 sa 7 i 


i 


' 9 7 

Pa, dijeljenjem. Podijelili bi 

ustanovili jesu li jednaki! 

Mogli biste i tako, 
jednostavno ni prakliCno. 

Zasto? 

Zato sto ima brojeva Cij 
kuju tek, rccimo, 
mali. A vi biste racunali, 
i zakljucili da su brojevi jednaki. 

A kako se onda to radi? 

Vrlo jednostavno. Razlomke 
mcki nazivnik i poiom lako zakljucujemo da su 


ali to Cesto ne bi bilo m 


e se vrijednosti razli- 

u petoj ili nekoj daljoj deci- 

naprimjer, do cctvrte 


Iz navedene definieije jednakosti 
proizlazi i ova specijalna jednakost: 

ili npr. 

Da. jer jc ( - 3) • ( - 5) = 3-5 


razlomaka 


3 3 


a 


n 


b 


svedemo na zajed- 


/> 


5 


5 
























3 


Tako jc. A znadete li Sto znaCi zapis | 

To jc apsolutna vrijednost broja. Ona jc uvijek 
pozitivna. Zato jc | 

Jest. Kako sc razlomci mnoie? Koliko jc 7 • . 

b d 

Razlomci sc mnote tako da sc brojnik pomnofci 
brojnikom, a nazivnik nazivnikom, 

3 2 3-2 6 

7 * "5 ~ 7 • 5 “ 35 ‘ 


•) 


5 


3 . 3 


0 


5 ' 


5 


a c 


•> 


a c a d __ ud 
b d b c be 


a c ac 


npr. 


bd ' 


b d 


5 


Dobro. A 7 -t? 


c 




svodi sc na 


brojem 


tj. dijeljenjc broja 
mnoZenje broja 




d 


h 


.7 5 35 


n 


reciprocnom vrijednoscu 


Isto tako. Moicnio pisati — • 


1 6 


b 


d 


c 


broja 


a to jc 


d' 


c 




- : 4. 


IzraCunajte 

To cemo ovako 


4 


3 4 3 1 3 


3 


- : 4 


4 * l 


* 4 • 


16 


4 4 


4 


Dobro. 1 jos zbrajanjc razlomaka. 

Razlomci sc zbrajaju tako da ih svedemo na 
zajcdnicki nazivnik i onda zbrojimo brojnike. 

Naprimjer, 

2 3 2-4 + 3-5 8+15 23 

—h - 

5 4 


20 20 


5 • 4 


Tocno. Koji jc reciproCan broj od 


Tako je. Razlomci sc, dakle. zbrajaju po tor- 
muli 


Dobijemo ga ako zamijenimo mjesto brojnika 1 
nazivnika. 

Da. Kaiemo da su reciproCni razlomci oni 
kojima je umnoiak 1. Dakle, 


ad + be 


(I c 


9 


+ 


bd 


b ’ d 

Umnoiak bd jedan jc od visekratnika brojeva 
b i d , a to jc nas zajcdnicki nazivnik. Ako taj 
vRekratnik nijc i najmanji viSekratnik. razlo- 
mak kratimo, npr 


1 


- j 


(!) (!) 


b =£ 0 . a =£ 0 . 


1 : 


10-2 


3 5 3-6 + 5-4 18+ 20 38 


Reciprocni broj broja 




24 12-2 


24 


4-6 


4 


6 


19 


12 


Prakticno je stoga odmah naci 1 najmanji vise- 
kratnik. Za brojeve 4 i 6 , kao u nasem primjeru. 
to je broj 12 , pa raCunamo ovako: 

3 5 3-3 + 2-5 9+10 19 


- 


12 


12 


12 


6 


4 


Toliko o zbrajanju. A kako oduzimamo razlom- 

ke ? 

Postupak jc isti kao i za zbrajanjc samo pisemo 
»minus«, npr. 

2 3 2 -4 -3 -5 8 - 15 

<T~4 

Tako jc. Razlomke. znaci, oduzimamo po for- 
muli 


Recite pravilo za dijeljenje razlomaka. 

Razlomci se dijele tako da sc dividend pomno^i 
reciprocnom vrijednoScu divizora, ovako: 

3 2 _3 _5 _ J25 
7 : 5 “ 7" 2 “ 14* 

Tako je. Razlomci se, dakle. dijele prema 
formuli 


7 


20 


20 


5 


4 
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Dobro. Svc takve razlomkc 
zcmo napisati u obliku decimalnog razlomka. 
Naprimjer: 

1 _ 1 25 

4 _ 4 


prosirivanjcm mo- 


25 3 3 2 

ion ’ 50 - 50 * 2 100 ’ 

_7__ 7 5 _ 35 

20 ~ 20TOO 


6 


25 


a kao dccimalni broj piSemo ih: 0.25, 0.06, 
0.35. itd.. daklc konacnim brojem decimalnih 
mjcsta. NapiSitc sada nckoliko 
nisu dccimalni odnosno koje ne mokmo napi¬ 
sati u decimalnom obliku. 

1 1 1 A 

3’ 7 * 9 ’ IT*" 

Dobro. Podijelimo li brojnik nazivnikom, dobit 

ccmo i dccimalni zapis racionalnog broja. Naci- 
nitc to. 


ail - bi¬ 


ll 


c 


razlomaka koji 


b (l 

Ma. s razlomcima nema problcma. Znamo svc. 

lo mi jc drago. A buduci da svc znadctc. recite 
kako se zovu 

od brojcva 10. ICR), 1000.., ij. razlomci oblika 


hd 


To su. rccimo. 


razlomci kojiina jc nazivnik jcd 


an 




17 


s 


nr loo’ iooo *" 

Id su dccimalni razlomci. 


Da vidimo: 

1 :3 = 0.3333... 

2 : 7 = 0.2857142857 
5 : 9 = 0.5555... 

3:11= 0.27272 

Pa dijeljenju till brojcva 

Tocno. Pri tom 

znamcnaka stalno ponavljaju i dijeljenju nema 
kraja pa stoga ovakav zi 
nuilm razvoj. Dccimalni brojevi u kojima 

znamenke ponavljaju nazivaju sc periodsk-i dc¬ 
cimalni brojevi. 


A decimalnc razlomkc ccsto pisemo i u decimal- 
nom zapisu. npr. 0.2. 0.05, 0.017. 9.5, 24.38 itd 

za mjerenjc rczultata 


• • • 


Ti nam brojevi trebaju i 
trdanja. 

Ne samo 




nema kraja 


pn mjcrcnju vremena treanje nego i 

vremena, duljinc. 

.. Najccsce sc rczultati 


sc dijeljenju jedna ili vise 


• ♦ 


pri svim mjerenjima 
povrSine,. 


masc. 
svih tih mjere- 
nja iskazuju decimalnim brojevima jer jc rijetko 
kada rezultat mjerenja cio broj. 


ipis nazivamo i deci¬ 


de 


A Sto ako razlomak 

Zar ga onda ne mozemo napisati kao dccimalni 
broj ? 


nije dccimalni razlomak? 


U tome jc. daklc. 
razlomaka i onih koji 
pisemo u obliku decimalnog broj 


razlika izniedu decimalnih 


nisu dccimalni kad ih 


Mozemo. no 

zapisu lakvih brojcva. Ah prije nego sto vidi 
u cemu jc razlika, 

razlomkc mozemo napisati u obliku decimalnog 
razlomka. 

Pa lo znamo. One kojima jc u nazivniku 10. 

100. HKHI... 

Da. ah na taj oblik mozemo 
razlomkc. 

Koje? 


postoji ipak odredena razlika u 


a. 


.lest, u tome sc razlikuju. f 

svaki racionalni broj dccimalni broj 
brojem deeimalna 


I zato ka2emo da je 

j s konacnim 
ili periodski dccimalni broj. 


mo 


moramo znati koje svc 


Sad nam je jasno i 
sc svc mo2e zapisati. 

Da. I ostalo jc jos samo da upoznamo i ncka 
svojstva skupa racionalmh brojcva. 


i sto jc racionalni broj i kako 


csti i nckc drugc 


SV 


koja su to svojstva? 

Idemo redom. Pt^sioji It 
broj ? 


najmanji racionalni 


Znadctc li koji jc to skiaccni oblik razlomka? 

Onaj koji pisemo 

Da. to jc razlomak koji 


u najkracem obliku. 

ne mozemo dalje 


Nee ... ne postoji. 

A najveci ? 

Nema ni najvedega. 

I to jc jedno svojstvo skupa Q. U skupu 

nulnih brojcva ne postoji ni najmanji ni najveci 

broj. Da vidimo dalje. Dobro razmislite i recite: 

postoje li »susjedni 

timo sc da su. 

brojcva susjcdni brojevi 3 i 4. I zato kazemo da 

jc broj 4 sljedbenik broja 3 odnosno da jc 3 
prethodnik broja 4. 


m 


kratiti, daklc. razlomak 


. za koji jc m j era 


/; 


racio- 


\ l (//?,//) 


I I akav razlomak 


mozemo napisati 

u decimalnom obliku samo onda ako mu naziv¬ 
nik ne 


sadrzi drugih prostih faktora osim 2 i 5. 

razlomaka. 


racionalni brojevi? Podsje- 
naprimjer. u skupu prirodnili 




Naveditc nckoliko takvih 


i 1 

i' 50’ :n 


1 Vll ill 


NS 


















A kako como ih brojili? 

Jcdnoslavno 
mjcrovako: 


E. toga u racionalnim brojevima noma. Noma 
ni prcthodnika m sljedbenika. pa noma ni su- 

sjcdnih brojeva. 

Tako jo. I lako so mozc dokazali da izmodu 
svaka dva raoionalna broja postoji oak besko- 
nacno mnogo racionalnih brojeva. 

Kako moiemo to dokazati? 


Najprijc ih svo popiscmo. napri- 


(i 


1 ' 


0 I 


I ' 


i ' 


Jodnostavno. UoCimo npr. dva raoionalna broja 

Zatim odredimo broj koji jo tocno na 


"> 


(I J 

3 ' 2 ' 1 ' 
0 

4 * 3 ’ 

0 

5 * 4 ‘ 3 ' 


r i t r 2 . 

srcdini izmodu ta dva broja: 


3 


*> 


I ’ 


~> ' 


3 4 






2 


i ' 


-> ’ 


n 




zbroj brojnika i 

/a svaki clan 


Vjerujcm da stc uocili da 
nazivnika u /i-tom rotku iznosi n 


r. + ; s 


Zatim ponovno polrazi- 

. r, + r 2 


To jo broj 

mo sredinu izmodu brojeva /j i 


•> 


dot ienog retka. 

Sad znamo. I onda ill svo svrstamo u niz 


. po- 


1 


tom opel sredinu izmodu r, i dobivenog broja 
itd. 1 kako taj postupak noma kraja. kazemo: 
skup racionalnih brojeva je gust. 

Sad nam je jasno. 

Dobro. I demo na sljedece svojstvo. Kada za 
neki skup kazemo da jo prebrojiv? 

Prebrojiv jo ... kad mozomo prcbrojili sve 
njegove clanove 






0 0 I 0 1 2 0 1 

T T’ r 3 • 2* 1 ' 4 ' 3 * 2 ' 1 

pa prebrojimo. 

Da. Modutim. u tom so nizu svaki clan, kao sto 

vidito. i ponavlja. 
svaki clan koji so 

como s 

0. N a pise mo li pak u nasem 
iza svakog Clana i njcgovu suprotnu vrijednost. 

dobit cemo skup svih racionalnih brojeva. 

Evo kako izgloda poCctak tog niza: 

oil 1 

r r r 

1 sada ih mozomo svo prcbrojili. 

Tako je. 


Ako u ovom nizu preertamo 
; u njemu vec pojavio, dobit 

kup svih pozitivnih racionalnih brojeva i 

nizu neposredno 




svakom elomontu skupa mo- 
pridruzili neki prirodni broj ili. tocnije. 
da postoji bijoktivno pridruzivanje izmodu cla- 
nova skupa i skupa prirodnih brojeva. 

Da, jer oni nam sluze za brojanje. 

Zanimljivo jo i pomalo noobicno da i sve 
razlomko mozomo svrstati u niz i pridruzili im 
prirodne brojeve, tj. mozomo ih »probrojiti«. 


...a to znaci da 
zemo 


\ _ 1 

1 * 1 * 3 ’ 3 ‘ 






! 


-> • 


*> * 


































REALNI BROJEVI 


Rijesimo najprije nekoliko jednoslavnih zada- 
laka. 

Da vidimo. 

Izracunajte povrSinu kruga duljinc polumjcra 2. 

Noma problema: P = r n 
Gotovo! 

Dobro. Odredite duljinu hipotcnuzc jcdnako- 
kracnoga pravokuinog trokuta duljinc kaicte I 

Evo... 

Pilagorin teorcm d : 


i / 




<1 • 


' 




: 




4n. 


2. P 


_■ rr 


r 






^ vIDl , vtDi, 

OVo MA^TtfVITO 

jg_ TO mE- K I 

JRAciofvJALKJl e>Ro^ a 


hrojevi koji nain sc javljaiu u rjcscnjinia nc 
pripadaju skupu racionalnih hrojcva. 

A kakvi su io hrojevi? 

3.14 159 265 4 ... 

= 1.41 421 356 2 ... 

= 2.236 067 977 ... . 


Brojevi a 


vs 


K? 


u decimalnom 


sohom 


kao i svi ostali hrojevi koji sc 
zapisu pisu sa beskonacno mnogo znamonki sto 
j nc ponavljaju. zovu sc iraciotmlni hrojevi. 

uopcc jc lako dokazati da su 
r. n i v* iracionalni hrojevi. ali jc to znatno 


Odredite liroj koji pomnozen - 

daje 5. 

Ako taj broj oznacimo sa \. i 

5, a x = l/5. 


5 1 I 1 


sc 


unamo x ■ x 


L zered rccent>. 


x~ 


npr. 

te 2 c s brojem rr. 


Tocno. Ni tako jednostavne zadalke ne mo- 
zemo rijesiti u skupu racionalnih brojeva. 

ZaSto ? 


Pa mi, znaci. i nc znamo njihovu pravu vrijed- 
nost kad ill ne mozemo napisali. 


Zato jer broj eve rr. \ 2. \ 5 
u obliku razlomka 


5 ne mozemo napisali 

(m e Z. n e N). Daklc. li 


ali ill uvijek mozemo odrediti toc- 


Ne znamo. 

noscu kojom 2 elimo. Mozemo ill izracunaii na 
3 . 5.10 ili 50 decimala. Uostalom. to cesto 
radimo i s racionalnim brojevima kad upotreb- 


ni 


Ijavamo decimalni zapis. 

A ima li puno lakvih brojeva koji nisu rational- 


* 

m : 


Ima ill vrlo mnogo. Cak vise negoli racionalnih. 

i obliku \u ako je a 
nije kvadrat nijednoga racio- 

recimo. 


Takvi su npr. 1 svi hrojevi 
racionalan broj a 
nalnog broja. Iracionalni su hrojevi. 


9 | 









I 


SKOP RBALkJIH hrojeva J£ 

£££KOMAc&K> » N£ PRE^K-OJ IV I 

w. _ • 


I -. K'- K- s - r 1 - K 7 ' k«. I i". |n. 


*> ‘ 


h 


I 


; , 
* 


/ i 


. v '. |/5 ... 


i ... zalim | 


7 


> 




Dohro. to mi iracionalni hrojevi. 

realm 7 

Realm mi hrojt’\i 
hrojevi, ili: 

skupova raeionalnih (Qi i iraeionalnih (I) hroje- 
va. Dakle. 


A koji su oiula 


v »7 nuianalni / iracionalni 


skup realnih hrojeva (R) je unija 


R = QU I. 


A da I sc /iui koliko ima realnih hrojeva? 

veoma mnogo. Ima ill tocno 

t na praveu. 


Ima ill veoma. 
toliko koliko i tocaki 

Kako to? 

Sjetite 

nog susia\ a 


£ 


a 






h 


se samo da smo pri uvodcnju koordinal- 


na pravcu upo/nali i nacin smjesta- 
nja hrojeva na pra\ac. i t»> kako eijelih take) i 
raeionalnih. I posto smo ill 
pravcu je oslalo |os mnogo 


mo/emo m prehrojili. Skup realnih hrojeva je 
heskonacan i neprehrojiv. 

Znaei via taj skup ima i vise clemenata nego sto 
ill ima prehrojiv skup. 

Da. ima ih mnogo vise. 

A kako se raeuna s realnim hrojevima? 

Za racunanje s 
pravila kao i /a 
ma Ako su npr. 

/hroj a + /> je realan hroj 
realnih hrojeva zaivoren 
n je. 

Ma to je jasno. jer uvijek je tiiko. Kako hi 
drukeije i moglo hiti 7 

Moglo hi. kako da ne. Skup nckih hrojeva no 


sve smjestili na 

praznina*... 


» 


Da. puno je soha ostalo pra/nih. 
•lest. A iracionalnim 


smo hrojevima popunili 
svakoj je tocki praven pripao 
jedan jedini hroj. i ohrnuto. svaki |e hroj dohio 

svoju toeku jer realnih hrojeva ima toeno toliko 
koliko i tocaka na 


sve te pra/nmc 


realnim hrojevima vrijede ista 
racunanje s raeionalnim hrojevi- 
a i /> ma koji realm hrojevi, 

(. ka/emo da je skup 

s olvirom na zhraja- 


praveu. Zahvaljujuci ovoj 

iv na prav- 


einjeniei dohili smo koonlinatni sust; 


eu. 


Da I’ 


mo/emo i/.hrt>jiti s\e 


realne hrojeve? 


Ne. 


Niti iraeionalne. Prema tome. 


m real lie 


hrojeve 


ne mo/emo svrstati u ni/ kiio sto smo 
uOinili s raeionalnim hrojevima 


. pa ill stoga ne 


•iVE. tO So 

AMO . 

REALWl 


r 


&ROJEV1 . 


VOL|U 

RAC *0 - 
BROj^vE 


• , ./OPA! v </ VO 
. / MEM I VISE \ 

I \ 1RACI0MALMM I 


P # 
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V. 




hi 


* 


l» 


* 






• f • 


: t 


— -/A tx o i.v 


s obzirom na zbraja- 


uvijck biti zatvorcn s 

nje. Promotrimo npr. skup ncparnih brojcva. 
Provjcrilc jc li zbroj dvaju ncparnih brojcva 
ncparan broj. Je li laj skup zalvorcn s obzirom 

na zbrajanjc? 

Da vidimo 
Nijc zatvorcn 
jeva paran broj. 

Naravno. / 

3.5.7, 11. 13... 

14. 5 + 13 


mora 


mnozenje vrijedi 


b jc jednoznaCno odrcdcn realni broj 


12 ... 


1 + 3 = 4 . 3 + 5= 8 , 5 + 7 

jcr jc zbroj dvaju ncparnih bro- 


a • 


♦ • • 


zakon zatvorenosti 


a • (h • c) 


(</ • b) • c 


zakon asocijacije 


A pogledajtc i skup prostih brojcva 


1 • a 


a • 1 


n 


zakon idcntiteta 


Ni taj skup nijc za- 


18 


3+11 

tvoren z.a zbrajanjc. 


» » • 


1 1 


1 za a # 0 


• a 


a • 


a 


a 


z.a svaki skup brojcva 

akonc racunanja koji vrijedc u 


Jcstc li sc sada uvjcrili da 
valja navcsti i zt 
tom skupu. 


zakon inverzije 


/> • a 


a • b 


zakon komutacije 


A koji to svc zakoni 


Da, stvarno jc tako. 
vrijedc za rcalne brojevc? 

Vjerujcm da tc zakonc znatc i da ill primjenju- 

ipak ccmo ill nabrojiti da ill imatc 


Distribute ni zakon 

II. «(/> + c) = (</ b) + (</-r) 

to su li zakoni! Nc bi' ill znali bas svc 
nabrojiti. ali... uglavnom ill znamo. 

1 morale ill znati jcr su oni osnova racunanja s 
rcainim brojevima. oni su i tcmelj cijclc aritme- 

likc. 

Aaa... zar tu neSto nc fali? 

Na sto mislitc ? 

Naprimjcr... da je ( 

Li to nijc zakon vec teorem koji sc izvodi iz till 
zakona. A laj teorem glasi: za bilo koji realm 
broj </ jc ( — !)•</ = - u. Ako jc npr. ti — ~~ I. uz 

pravilo — (—</) = a. dobit ccmo ( 

A. tako. 


svc 


jctc. no 
na jednome mjcslu. 

Neka su a. b. c proizvoljni realm brojevi. 


A. 


Za zbrajanjc vrijedi 

+ b jc jednoznadno odrcdcn realm broj 
zakon zatvorenosti 

2 . (« + b) + c = (i + (b + c) 

zakon asocijacije 

3 . « + 0 = 0 + a — a 

zakon idcntiteta 

«) = ( — a) + a 

zakon inverzije 

5. a + b = b + a 

zakon komutacije 


1 . 


a 


1 ) ( - 1 > = 1 . 


II 


« + 


4. 


!)= L 
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Da Naimc, iz navedcnih sc zukonn moze izvcsli 
vise teorema koji sc primjenjuju pri racunanju 
s realnim hrojevima. Navedimo nckc. 

Ako jc a hilo koji realm broj. onda jc a • 0 

To jc ono 

nulu 


vidjeli da je NCZCQ, a kako jc QCR. to 
vrijedi odnos 


NCZCQCR. 

Svc narn jc jasno o raCunanju s realnim brojevi- 
ma. Sad znanio i zakonc i teoreme. 


0 . 


svaki broj pomnozen nulom daje 


♦ • • 


Odlicno. Recite ... vrijedi li za dijeljenje realnih 
brojeva zakon komutaeije? 

Nc vrijedi jer jc npr. 9:5^5 :9. 

Dobro. A vrijedi li zakon asoeijaeije za oduzi- 
manje realnih brojeva? 

Vrijedi, zasto ne hi vrijedio? 

(« — />) — c = a — (/> — c) 

Ipak ga provjerite na nckom primjeru, 

Dobro. Da vidimo ... Neka je 
r = 5. 

(2 -3) -5 
- I — 5 = 2 — ( — 2) 

Ee... zbilja ne vrijedi. 

A vrijedi li taj zakon za dijeljenje? 

Da \ idinio 


Jest. Vjerojatno vam je poznat i ovaj leorem: 
ako su a 
a ■ h 


i b dva lakva realna broja da je 
0 . onda je a = 0 ili b = 0. 


Znamo ga ... ako je produkt dvaju brojev 
jednak null, onda je bar jedan faktor nula. 

Tako jc. Evo jos jednog teorema. 

Ako su (i i b bilo koji pozitivm 
onda je 
( 1 ) </*( 


a 


realm brojevi. 


2, Z> = 3. 


/>) 


( iib ) 


a 


(i) • ( - b) = ab. 

Naprimjer, ako je a = 3 i b 

3 ( - 4) 


( 2 ) ( 




(3-5) 


4. dobivamo 

( - 3) - ( — 4) = 12 

plus i minus daje minus, a minus i 


2 + 2 


0 


(3-4) 


12 


Da. da 
minus daje plus. 

Vidite kako jc vazno poznavati ne samo zakone 
za realne brojevc. vcc i teoreme koji proizlaze 
iz nh zakona. A znademo li raeunati s realnim 
hrojevima. nema problema ni s racionalnima 
jer su oni ... 

podskup realnih brojeva. 

I to pravi podskup. dakle QCR. Vcc smo 


• • • 


• • • 


3 


(16:4): 


16: (4 : 2) 

16:2 A. to nije ... ne vrijedi. 

I ako je. Valja ipak imati na umu da se na 
osnovi jednog ili nekotiko primjera ne smije 
zakljliciti da neki zakon ill teorem vrijedi vec se 
to uvijek morn i opcenito dokazati. 


4:2 


• f • 


















Daljc znamo. S desne su stranc racionalni 
hrojcvi i produkl racionalnih hrojeva jc raciona- 
lan broj, pa hi i x bio racionalan broj. a io nije 

istina. 

I'ako jc. Sada smo sigurni da jc produkl sva- 
koga racionalnog i svakoga iracionalnog hroja 
iracionalan broj. A koliki jc produkl dvaju 
iracionalnih hrojeva, kakav jc to broj ? 

Naprimjer, |/2 • |/2 = 

Jest, a pomno2imo 
iracionalan broj. 

Znaci da produkl dvaju iracionalnih hrojeva 
nioze biti i racionalan i iracionalan broj. 

Tako je. I na kraju jo$ jedna napomcna o 
racunanju s realnim odnosno iracionalnim bro- 
jevima. Naimc, valja imaii na umu da tc brojeve 
u praktiCnom racunu uvijck zamjenjujemo pri- 

bliznim racionalnim brojevima. 

ZaSto ? 

To jc bar jasno. Vec smo rckli da bismo 
iracionalnc brojeve u decimalnom zapisu morali 
pisati s beskonaeno mnogo znamenki koje sc nc 
ponavljaju. Naravno. zalo ih dokraja nc mo* 
iemo ni napisali 

...pa ni ra£unati s njima. 

Jest. Sloga svaki iracionalni broj pri racunanju 
ispisujemo s onoliko decimala koliko nam jc 

potrebno u odredenom zadatku, tj. radunamo s 
toCnoScu kojoni zclimo. Tako npr. pisemo 
J/2 = 1.4 (znak » = « Citamo: prihlizno jednak) 

ili. toCnije. 

]/l = 1.41 ili. joS toCnije. 

= 1.414 itd. 

Onda je, red mo, j/2 4-j/3 = 

na dvije dccimalc. y 2 4- |/3 - 
3.14. a 
decimala ... 

Upravo tako. 


Jer, za jedan sc primjer mogu i naStimati 
hrojcvi, pa izgleda da zakon vrijedi. 

Da. A mo2cmo ih i slucajno tako odabrati. 
Nadenio li. medulim, i jedan primjer za koji 
neko pravilo nc vrijedi, smijemo zakljuciti da 
ono ne vrijedi. 

Nenia iznimaka. 

Nc, nema. Recite jo§ znadete li kakvo jc znaCc- 

0 3 0 
3 • 0 ’ 0 ’ 

Znamo. Ako nulu podijelimo nekim brojem 

0. A nu* 


, a to jc racionalni broj. 
li l/2 • l/3 = |4. dohij 


1 


9 


njc hrojeva 


emo 


0 


razlicitim od nule, rezultal je nula 


* 3 


lorn ne smijemo dijeliti ... 

...jer to dijeljenje nije definirano. 

0 . .. 

jee... to nije msta... 


A 


0 


Kazemo da je to neodredeno. 1 dobro upamtite 
i ova tri sluCaja koja mogu nastati pri dijeljenju 
realnih hrojeva. 

Nema problema. 

Sto mislite. kakav je broj produkt racionalnoga 
i iracionalnog broja? 

Too je... npr. 3- yl , to je iracionalan broj. 
Pogodili sie. 

Nismo pogodili nego znamo. 

Dobro, onda to i dokazite. 

.. ako jc \^2 iracionalan, onda ... 

Pomoci <5u vam. Neka je x iracionalan broj i 

bio raciona- 


• t • 


Paa . 


a 


b 


a 


racionalan. Kada hi produkt v • 


/> 


a 


m 


lan broj, imaii bismo x • 

Da, jer jc 

I ako tu jednakost pomnozimo sa 

ni b mb 


b 


n 


1.4 4- 1.7 


3.1 ili. 


m 


bilo koji racionalni broj. 


1.41 4- 1.73 = 
ako zelimo toCnije, uzcli hi’ tri ih vise 


n 


b 


, dobivamo 


</ 


na 
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RELACIJA 


Promotrimo sada jos jedan konkretan primjer 
relacije pomocu kojega cu vam objasniti kako 
rclacije mozcmo graficki predociti. Recite iko u 
vaScm razredu voli koji predmet. 

Ee... to je tesko red jer mi baS ... 

Dobro. dobro. vidim da sam posiavio pogresno 
pilanje. Navedite onda tko je navijaC kojeg 
kluba. 

To sc zna. Nema problema. Ivica je za »Dina- 
mo« i »Osijek«. Marko za »Rijcku«, Ivana za 
Hajduk«. Zoran navija za »Osijek« i »Haj- 

Mira jc za »Zvezdu« 1 >>Rijcku«. Luka za 

Sonja za »Velez«, aL to je samo 
zbog decka. pa sc ne mora raCunati jer nju 
nogomet bas i nc zanima. Vera je za »Dinamo 
Mari jail ... 

Dobro. dosta. Ne morale nabrajali bas cijeli 
razred. I ovo jc dovoljno da vam pokazem kako 


Navest cu vam najprije nekoliko izreka iz sva- 
kodnevnog zivota: 
je majka I vane 
Ranko je veci od Marijana«. 

Zeljka«, »Mira 

zanima za kosarku«, 

ka«. 

One nam kazuju ... u 
kakvoj su vezi ljudi_ 

Jest. A te veze. odnose. u matemaliei nazivamo 
relaeijama. Zancmarimo li imena. mozemo pi- 
sati samo odnos. vezu izmedu ljudi, stvari. 
Izdvojimo li npr. iz rcCeniec »Ivan jc brat 
Marka« samo tu relaeiju. dobivamo »... je brat 

Ili. u ostalim primjerima: »... je majka 

|e sin ...«, »...jc veci ...« itd. Da su. 
naprimjer, A i B . u relaciji R . zapisujemo 
simbolima »ARB« ili: 


Ivan je brat Marka«, »Vera 
Zlatko je sin Zvonka«, 

Stef je stariji od 


» 


» 


» 


» 


je brza od Sanje«, 

Olga je navijaC Hajdu- 
Recite. sto nam kazuju takve izreke? 


»Sasa se 


» 


kakvom su odnosu, u 


» 


»Partizan«. 
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sc rclacija »>...je navija£...« mo£e prikazati sli- 
kovito. dijagraniom. 

Ispisat cemo imena ucenika(ca) i klubove. 
Slrclicc oznacuju koji uccnik navija za koji 
kluh. 


primjcru javljaju dva skupa, skup uccnika i 
skup nogometnih kluhova, i da izmedu eieme- 
nata tih skupova uspostavljamo vezu ohlika 
...je navi jut 

A kako se del'inira rclacija u matematici? 

V ; idjet cete ubrzo ... ali najprijc mi recite 
znadele li sto jc podskup skupa. 

Znamo. To je svaki dio skupa. 

Naveditc nekoliko podskupova skupa 
{a.b. c. d). 

Evo ih: {«./>}, {a,c}, {r/. b.c), {b,c,d}, {«},... 

Dobro. A znadele li odredili Karlezijev produkt 
dvaju skupova? 

Naravno. To je skup uredenih parova u kojima 
je prvi clan iz prvog skupa. a drugi iz drugoga. 

Da vidirno kako vam to ide. Neka su zadani 
skupovi A = {1,2.3} i B = {1,2}. Ispisitc Kar- 
tezijev produkt A x B. 

Ncma problema: 

A x B = {(1. 1). (2,1), (3,1). (1,2), (2.2). 
(3,2)}. 

Moicmo to. ako treba. i nacrtati. Evo: 
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Ve.te£ *- 

U\3 PU K. 
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Fino. Strelica daklc znaci relaciju »je navijad«. 

Tako je. A istu relaciju mo2emo jo§ preglednije 
prikazati ovakvim grafom: 


e 


2 




i 






i 2 A 


0&/&4 


C Z*exda 


Odredite jos podskup kartezijcva produkta u 
kojemu je u svakom urcdenom paru prvi Clan 
manji od drugoga. 

U redu. Da vidimo ... pa taj podskup ima samo 
jcdan elan {(1,2)}. AT kakvc to vezc ima s 
rclacijom ? 

Upravo smo obradili relaciju »je manji« izmedu 
elementa nasih dvaju skupova. Bisle li na pri- 
mjeru skupa uCcnika i skupa nogometnih klu¬ 
hova znali objasniti kada je medu njima defini- 
rana rclacija »jc navija£« ? 

To je lako. Rclacija je definirana ako za svakog 
uccnika i za svaki kluh mozemo red da uCcnik 
je ili nijc navijat tog kluha. 

Tako je. I stoga kafcemo opccnito: medu skupo- 
vima A i B definirana jc odredena hinarna 
rclacija, ako je za svaka dva elementa x i y, 
gdje je x e A i y e /?, odredena jedna od moguc- 
nosti: \ jest odnosno nijc u odredenoj relaciji 
sa v. 

Skup A je skup uCcnika. skup B je skup 
kluhova. a rclacija glasi: »je navijaC«. 

Da. A samu relaciju dcfiniramo ovako: neka su 
A i B neprazni skupovi. Svaki podskup Kartezi- 


Dinamo 


Portt/on 


ye/e} 


V 


Rijeka 


o 


Hajduk 




/v»co Morko frana Zoran Mtnj u+o 5<yyu Vera 


Uo6tc pa rove (Ivica, Dinamo). (Ivjca. Osijek). 
(Marko. Rijeka), (Ivana, Hajduk), (Zoran. 
Hajduk). (Zoran. Osijek). (Mira, Rijeka). (Mi¬ 
ra. C. zvezda). (Luka. Partizan). (Sonja. Ve- 
le2). (Vera, Dinamo). 

Io je zhilja zgodno. Mogli bismo taj gral 
nacrtati i izvjesiti u razredu da se vidi kako je 
matematika korisna i 

Nemojte ipak misliti da se matematicari have 
takvim rclacijama. Njih zanimaju odnosi koji 
se javljaju izmedu elemenata skupa, npr. 
jedna k 

dan...<4 , »...je djcljiv ...«, » 

si. UoCite, uostalom, da se i u ovom nasem 


• • • 


/<* 
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.jc paralelan.. 


jc sttkla- 

jc viiekratnik ...« i 


44 


» 


•«% » 


• • • 


• • 


• • k 


• % ♦ 



















Tako jc. Prenia tome, odredit cemo najprijc 

produkt ... 




jeva produkta A x R zove se relacija. Za ele¬ 
ment a iz A kaiemo da je u relaciji 11 sa y iz B 
ako je ureden par (.v,y) e R. 


Ex E ... To je 
Ex E 


(2.4), (2,6), (4.2), (4.4), 
(4,6), (6.2), (6.4), (6.6)). 


{( 2 . 2 ). 


R skup kluhova, a R 

, to znati da npr. 


Ako je A skup utenika, 

oznatava svojstvo »je navijaC 
(Ivana, Hajduk)€ R oznacava da je Ivana navi- 

ja£ »Hajduka«. 


je prvi elan 


A sad izdvojmo parove u kojima 
djeljiv drugim. To je skup R , 

{(2,2), (4,2), (4,4), (6,2), (6,6)}. 

Odredite parove koji u skupu E pripa- 


Jest. Kazcmo lakoder da v ima svojstvo da je u 
relaciji R sa y. i to pisemo xRy. a znaei isto sto 

i (a.v) e R. 

Onda je svejedno »Ivanaje navijac Hajduka« ili 
(Ivana, Hajduk) e R. 

ToCno, jer R oznafiava podskup skupa A x R 
koji reprezentira odredeno svojstvo, naprimjer: 
»je navijae«. »je manji«, »je veci« itd. U pret- 
hodnom smo primjeru imali skupove 
A = {1,2,3} i 5= {1,2}. Navedite koji pod¬ 
skup od Ax R je R ako nam R reprezentira 
svojstvo »prvi Clan je manji od d’rugog«. 


R 


OdliCno. 
daju relaciji »je manji«. 


Sad jc vec lako. U skupu E x E trazimo sve 
parove kojima je prvi clan manji od drugoga. 

gdje je x < v. Evo ih: 

{(2.4), (2.6), (4,6)). 


R 


Tako je. Naditc u skupu E i relaciju R odredenu 
rccenicom \\ i y su elementi iz E i vrijedi 


K’\ 


nejednakosl x + y 

Uuu... Sto jc sad to? To Cemo ovakoo... Treba 
naci sve parove (v, v) iz E x E sa svojslvom da 

8. Je T tako? 


R= {(1.2)), 


Tada je 

Tot no. Odredite sada relaciju »je veci 
elementima skupova A i R . 

Moie ... ispisat cemo ponovno cijeli produkt da 
ne bude zabune. 


jc x + v 

Jest. Odredite ih. 


• • • 


medu 


Idemo onda redom: 2 + 2<N, pa je prvi par 

8, drugi je par (2.4) i 4 + 

(4,2). 1 to jc sve. Dakle. 

/? = {(2.2), (2,4), (4,2)}. 

Tocno. A mogli smo i spretnije 
napisemo y < 8 - v i za .v uvrStavamo redom 
elemente iz E tj. 2.4.6 i pazimo da y lakoder 
ostane u E. I vidite da je u svim lim slutajevima 
R podskup Kartczijeva produkta. To pisemo 
RCEx E, ili RCA x R. 

Da. Samo nam ipak nije has jasno kakve veze 
ima laj podskup s navijacima kluhova u nasem 
razredu. Jer. ako je relacija i »...jc navijat... 
i za nju hi trehalo vrijediti da je podskup nekog 
skupa. Ili to va2i samo za relacije u matematici? 

Niposlo. 1 la se relacija uklapa u nasu definieiju. 
Kako? 




8 . 


(2.2): 2 + 4 


treci je par 


• • « 


{(1,1). (2.1).(3.1). (1.2). (2. 2), (3. 2)} 


Ax R 

i tad trazimo podskup svih elemenata tog skupa 
kojemu je prvi clan veci od drugoga. i to nam 

je /?, pa iniamo R 


tako da 


u 


{(2,1), (3. 1), (3.2)). 


Odlicno. A graf tog podskupa ? 


Evo ga... 


«. 


2 




Lijepo. 1 tu iniamo dva skupa. Neka je A skup 
ucenika vaseg razreda. a R skup kluhova. Da¬ 
kle, 


Tako je. Za iste skupove A i R ispisite jos skup 
svih parova koji pripadaju relaciji »je jednak«. 

Moramo. znaci. ispisati parove u kojih jc v = y. 
a to su (1.1) i (2,2), pa je R = {(1, 1). (2.2)). 
Je P dobro? 

Jest. Idemo dalje. Neka je zadan skup 
E = {2,4,6). 

U tom skupu promatrajte relaciju »je djeljiv« 
(prvi tlan s drugim). 

A koji je drugi skup? Kako cemo naci Kartezi- 
jev produkt? 

Kako histc u prethodnom primjeru odredili 
Kartezijev produkt ako su skupovi A i R jedna- 
ki, ako je A 

Onda hii ... lra£ili A x A. 


{lvica, Marko. Ivana. Zoran. Mira. Luka. 
Sonja. Vera....}, a 

B= {Dinamo. Rijeka. Partizan. Hajduk. 
Crvena zvezda, Osijek. Sarajevo...). 

Odredite Kartezijev produkt A x R. 

Dobro. moramo parove... svaki sa svakim. evo: 
A x R = {(lvica. Dinamo). (Ivica, Rijeka), (lvi¬ 
ca, Partizan) 

(Marko. Dinamo). (Marko. Rijeka), (Marko. 

Partizan) 

(Ivana, Dinamo), (Ivana. Rijeka) (Ivana. Parti¬ 
zan)...}. 

Uuuu...sto ih je puno... Tkocesve to ispisati ?! 


A 


4 • • 
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Parovi u kojima ic a=v jesu: A = {(1.1). 


Da, da ima ill zaista mnogo. I kada bismo ih sve 
ispisali. lako hisnio ulvrdili da je relacija »...jc 

podskup log skupa ciji su dementi 

jc prvi Clan imc uCemka. a 
naziv kluba za koji uCenik navija. 

Has da vidimo kako hi izgledao laj podskup. 
Evo ... 

R = {(Ivica. Dinamo). (Ivica. Osijek), (Marko. 
Rijeka). (I\ana. Ilajduk). (Zoran. Hajduk). 
(Zoran. Osijek). (Mira. Rijeka). (Mira. C. 


), (3.3)}. Jc I* dobro? 


navijaC 

parovi u kojima 
drugi Clan 


Jest. I upamtite da se relacija s lakvim svoj- 
slvom naziva identiteta ili rclacija jednakosli. 
Dakle. za AC/lx A kazemo da je identiteta 
ako je A = {(a, v) : .v €/\}. Identiteta jc npr. 
funkeijska rclacija. Ona prcdstavlja graf fun- 
keijc a*—*a (za svaki a e A ). 

To se lako pamti. Identiteta jc skup parova s 
jednakim koordinatama. Graficki jc too ... 

simentrala. 


« 


• • • 


Parove smo vadili iz skupa A x B. pa je 
RQA x B. Stvarno. i navijaCi se uklapaju u tu 
definieiju. 

Naravno. A \i stc vcc pomislili kako matema- 
tika nema veze sa svakodnevnim zivotnm. 
Idemo dalje. Upoznat ccmo jos neke specijalnc 


Da. Promotrimo sada na istom skupu A rclaciju 

Clanove podskupa R skupa 
lx A, dakle sve parove (a. y) sa svojstvom 
v. Graficki prikazite i taj podskup. 


’ 0 + 


A 


Nema problema. Evo podskupa R: 


{(1, I), (1.2). (1.3). (2.2). (2.3). (3.3)}. 


R 


* A 


acne. 


a lu jc i njegov graf. 


I tu, dakle. ima specijalitcta. 

Svakako. Vidjct Ccmo odmah u Cemu je ta 
speci jalnost. Promalrajte Opel nas skup 
1 = {1.2.3}. Ispisite podskup. oznaCite ga sa 
A. Kartezijeva produkta A x A sa svojstvom da 
A sadrzi toCno sve parove s jednakim koordinu- 
lama. Taj podskup prikazite i graficki. 

Dobro. Najprije ccmo ga naertati. 


3 


2 


1 


i 


? 3 


OdliCno. A relacija koja sadrzi siinentralu na¬ 
ziva se reficksivna relacija. ToCnije. kazemo da 
je R reficksivna relacija ako je {x.x)eR za 
svako a € A , t j. ako jc A C R. 

I jednakost je onda reficksivna relacija. 

Svakako. Identiteta je reficksivna rclacija. no 
reficksivna relacija mozc, ali ne mora. bin i 
relacija jednakosli. Reflcksivnc su relacije na- 
primjer: 

.. je paralclan sa 
jc djeljiv sa . 




♦ 


2 ' 




1 i 


T 7 I 


(medu pravcima) 

(medu prirodnim brojevi- 


». 


« 


• • • 
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Sada pazlpvo promotrite grafovc nckih relacija 
i recite koje im je zajedniCko svojstvo. 
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I.vo jos jcilnc spccijalnc rclacije. Pogledajle 
sliku. 


A 


4 




W 4 




l 






Pa lo jco... kao u ogledalu. Svc je nckako 

simctricno. 

Tocno. I zato sc takvc rclacije i nazivaju sitnc- 
triCne rclacije. Za relaciju kazemo da jc simc¬ 
lricna ako sc 
Ona, daklc. ima svojslvo .. 
je i yRx. Ta relacija mozc 
vati i dijagonalu. 

To sc vidi i na grafovima. 

Naravno. Navcdilc nckc simetriCne rclacije u 
skupu A 

Dohro ... relacija sc sastoji od simclricnih 
parova: onaj koji jc u jednoni paru pivi clan, u 
drugome jc drugi. Daklc ovako: (2. 1) i (1. 
pa jc R 

Jest. A simclricna jc i ova relacija: R 
(2.2). (2. 1)}. Ohjasnile zasto. 

Simclricna jc zato... sio jc loCka na simclrali 
sania sebi simetriCna. 

Da. Recite kada su dva pravea paralclna? 


p 


n 


X? 


a 


o 


sastoji oil simclricnih parova. 

. ako jc a Ry onda 
. ali nc mora sadrza- 


\ U N 


T WN 


K A Ni 


RELACIJA 


Ako jc Ivo m;inji oil Marka a Marko rnanji oil 
Petra, onda je ... 

... i I vo inanji od Petra ha. ha. hat 


{1.2.3 . 


4 % • 




Tocno. Poredamo li grupu ticcmka razlicitc 

uzrastn, kazemo da jc u tom 
>biti manji« prijenosna ill trtuizi- 


). 


{(1.3). (3.1)}. 


{(1,2). (2.1)} ili R 


Msinc prema 
skupu relacija 
livna. 


{( 1 - 2 ). 


Sigurno. To sc odmah vidi. 

Ohjasnimo ovo i malo prcci/nije. Za relaciju R 
u skupu . \ ka/ciiu) da jc iran/ilivna ako ima 

svojslvo: ako jc \R\ i \Rz. onda je i \Rz 

Mozete li navesti jos ncki primjer tranzitivnc 

rclacije ? 


nc sijcku ili ako 


Pravci su paralclni ako sc 
padnu zajedno. ako sc podudaraju. 


Dohro. Jc li relacija '>bin paralclan* simclricna 
u skupu pravaca ravninc? 


Mozemo .. npr. za brojeve: ako jc 


i 


3 < 4. onda jc 2 < 4. 


Naertat ccmo dva paralclna prav- 


Da vidimo 


• • • 


Tako jc. Relacija ->jc manji<« (znak: <) tranzi¬ 
tivna jc u skupu prirodnih brojeva jer ima 
svojslvo: ako jc a <y i y< z. onda jc i v < j. pri 
c'cmu su a. v. r prirodni brojevi. l ! skupu prirod¬ 
nih brojeva tranzitivna je i relacija »... jc djclji\ 


ca. 


sa 




• • • 


Znatc 1 1 ncki primjer iz geometrije? 

Paa... tri paralclna pravea </. />. <*. 
Ako jc a | | b i /> | | c. onda jc i a | | < . 


Ako jc a | | />... mora bili /> 


a. Jc, simclricna 


jc. 


Tocno. SimetriCne su lakoder i rclacije: 
.. je okomit na ...« 

.. je isle visine .. 

.. je slic'no 


a 


(medu pravcima) 
.« (medu ljudima) 
(medu stvarima) 


». 


b 


». 


c 


« 




• • • 




Da. Rclaeija »hiti puralelan* iranzitivna jc u 
s.kupu pravaca ravninc. Ispitajtc koja su svoj- 
slva relacijc »biti okomit« n skupu pravaca 
ravninc, jc li la rclaeija refleksivna. simetriena 

i iranzitivna. 

Dobro. Memo redom. Promotrit ccmo pravae u 
ravnini... Jc li on okomit na samog sc be? Nijc. 
Ta rclaeija. daklc. nijc refleksivna. Sad sime- 

tricnost... 
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Ima ih jos, all zasad jc dovoljno i to. Ipak jos 
sanio ncsio. Postoje relacijc kojc imaju sva tri 

rcfleksivnost simetrifnost i tranziliv- 


nosi. 

Aim... to su sigurno neke jako vazne relacijc 
kad imaju sve. 

Vazne su. zaista. I ne zaboravitc da sc takva 
rclaeija koja je istovremeno refleksivna, sime- 
triena i iranzitivna naziva relacija ekvivalencije. 

Ma. pamtimo mi sve vazne stvari. A koja jc 
rclaeija takva? 

Naprimjer ... rclaeija »biti jcdnak« elemenata 
nckog skupa S jest rclaeija ekvivalencije u S. 
Zatim rclaeija '>biti paralclan« u skupu pravaca 

acija »biti sukladan« u skupu 
iluzina u nckoj ravnini. Ima ih dosta. Zelile li 
za ncku rclaeiju utvrditi jc li rclaeija ckvivalcn- 
ei jc. morale samo provjcriti jc li ona 

...simetriena. refleksivna i iranzitivna. 

Tako je. 


Ako je a okomit na b. onda jc i /> okomit na a 
Je. rclaeija »>biti okomit** simetriena jc u skupu 
pravaca ravninc. 1 jos tranzitivnosl. Da vidimo 
... tri pravea a , b. c. 


6 




a 


ravninc tc 


Ako jc a okomit na n . a okomit na c .. onda 
su a i c paralelm. Znaei. rclaeija nijc iranzitivna. 
Via. ta svojstva imanio u malom prstu. A valjda 
ill vise nenia. 


• < • 
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Mo jc zajednicko svim ovim crtezima? 

Paa ... na svima sc nesto vrli. 

Oko Cega? 

Vrti sec ... oko tocke ili oko pravca. 

Jest. Rotira li neki lik oko tockc. ona sc naziva 
srcdistcm rotacijc ili srcdistcm vrtnje. Ako sc 
pak vrtnja zhiva oko nckog pravca. pravac sc 
naziva os vrtnje. 

Pozahavimo sc malo rotacijom oko nckc tocke. 
Recite sto odrcduje velicinu svakc rolacije: 


prvi krak 

drutii krak 


OA 


prvi krak 
drugi krak 




0X1 


on 


OK 


E. to jc prakticno. Odmah jc svc poznato. 

Jest. I pak ne zaboravite ako pri rotaciji nc 
zadamo orijentirani kut i nc odredimo smjer 
rotacijc, smatrat ccmo da kut ima pozitivan 
smjer. 

U redu. Ako sc nista nc ka2e onda jc smjer 
kuta pozitivan. 

Da. Rijesite sada ovakav zadatak. Zadana jc 
du2ina AB i srediste rotacijc .V. Zarotirajtc 
du2inu AB za pola pravog kuta. 


B 






\ 


\ 




J .» 






B’ 


Kut. 

Tako jc. Stoga kazemo da jc rotaeija odredena 
srcdistcm rotacijc i kutom rotacijc. No pritomc 
moramo uzeti u obzir i smjer rotacijc. 

Sto jc sad to? 

Poglcdajtc kojim sc smjerom vrli kazaljka sata. 


S° 


Histc li znali to sami rijesiti ? 

Kakvo pitanje! Cas posla. I pricat ccmo svc sto 
radimo. Pravi kut ima 90 c . a pola jc 45°. Smjer 
nijc zadan. pa ga smatramo pozitivnim. Zavrtjet 
ccmo najprije tocku A za 45° i dobiti /l', a onda 
B za 45 i dobiti B'. Spojit ccmo ih i... gotovo! 

E\c> 


•• • 


Dogovorom jc utvrdcno da jc to negativan 
smjer vrtnje, 

A, tako! Onda jc ovaj smjer pozitivan: 




Odlicno. Izmjeritc jos i duljinc duzina AB i 
A’B'. 

Odmah ... Pa jednake su. 

locno. Rotacijom sc, daklc. cuvaju udaljenosti 
i duzina sc preslikava u sukladnu dutinu. 

Prcma tome rotaeija jc izometrija. 

Poglcdajtc |os sto jc s kulovima pri rotaciji. No 
priic toga rijcSitc i ovaj zadatak. 




(♦) 


Tocno. All \cc i samim kutom mozemo odrcditi 
i smjer rotacijc. 

Kako to? 

Jcdnostavno. Pri zadavanju kuta sluzimo sc 
orijentiramm kutom. tj. kutom kod kojeg 
znamo koji jc krak prvi, a koji drugi. a idemo 
li od prvog kraka ka drugome. po kiacem 
putu, dobili smo i smi er kuta 


Zarotirajtc zadani trokut ABC oko vrha A kao 
sredista rotacijc za orijentirani kut od 0(1°. 






l 


0 


\ 
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A 


Nema problema. Zavrtjct cemo vrhovc B \ C za 
zadani kui i gotovo. 


8 


A 


*S 


/ 


! 


's 


A' 


& 


Pa to smo dobili ... 


Mi Nai* 

centralna 


Dobro. A kakvi su medusobno trokuli ABC i 

A'B'C '? 


... centralno simctricnu sliku ilu/mc 
me, rczullat rotacije za ISO jesi - 
simetrija. A suda cemo upoznaii jcdnu roiaciju 


oni 6c se prekriti ako ill izrezemo \ 


Oni 

stavimo jedan na drugog. znaCi da su sukladni. 


• • ♦ 


Tako je. A ako su trokuli sukladni. onda su i 
njihovi kutovi sukladni. Rotacija. dakle, cuva 


velimine kutova. 

Da. A kako biste rotirali zadani pravac p oko 
zadanog srcdista rotacije S za kut od 90 . 




K/- LH 


s’ 




A 


Jednostavno. Radii cemo slicno kao i pri rotaciji 
duzinc. Na pravcu odredimo dvije tocke, A i B . 
zaroliramo ih za 90® i dobijcmo njihove slike A’ 
i B\ One odreduju rotirani pravac. Evo: 


ETRi7A . 


/ 


Pogledajmo Mo 
ako je srediste 


pomalo neobicnog svojstva. 

nastaje preslikavanjem kruga 
kruga ujedno i srediste rotacije. Kui rotacije 

moze biti ma koji proizvoljni kui. 


nije lose. Pravac. prema tome. 


Priznajem 

rotaeijom prelazi u pravac. A za vjezbu. uvjo- 
rite se sami da rotacija preslikava paralelne 


• t. • 


Hajde da vidimo i to.. Rotirat cemo nekoliko 
locaka 


pravee u paralelne pravee. 


evo: 


• • * 


Ali provjerit cemo kad 


To je bar jasno 
budemo imali vremena. 


• 4 • 


Nacinile to svakako. Zarotirajle |os zadanu 
duzinu AB oko zadanog srcdista rotacije .S' za 
180°. 


Vec je gotovo. Evo 


T - * 
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Daa ... Na pilanjc sto jc rotacija sigurno je da 
ccmo napraviii ozhiljnu facu, razmisliti i namr- 
stiti sc 

u i<> nismo iako sigurni. 


I sto zakljueujctc ? 

Paa ... krug jc oslao isti. Zavrtio sc sani u schc. 

Tako jc. 1 upamliic, opccnito vrijedi: svaka 
rotacija ravninc oko sredista kruga prcslikava 
krug na sainog sebe. 

Zgodno. Vriis. a svc ostajc isto. 

I na kraju jos samo i ncsto tocniju - dcfiniciju 
rotacije. 

Uh. opct ta dcfinicija! Svc idc jednostavno, a 
onda ona zapctlja stvar. 

Ncmojtc sada \ i komplicirati see pazljivo pra- 
titc sto vain govorim. Ako vas tko pita sto jc 
rotacija. najprijc sc uozbiljite. zatim malo raz- 
mislitc. jer to uvijck ostavlja dobar dojam. i 
recite ovo: Rotacija oko tocke .S’ za kut (<t) jest 
preslikavanje ravninc At u samu sebe. To prcsli- 
kavanjc svakoj tocki T ravninc At pridruzujc 
tocku T. tako da jc \S. T\ = | .S. T\, a kut 
TST jc orijentirani kut (a). 

Jcsie li upamtili? 


A da li cemo bas tako odeovoriti 


• • • 
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Skupove znanio. S njima ncma prohlcma. 

Tim holje. Onda ccmo samo ponovili nckc 
osnovne pojmovc, oznake i odnose medu sku- 
povima. Poznato jc da skup pripada temcljmm, 
primilivnim pojmovima koji sc no defimraju. a 
zamisljamo ga kao cjclinu saslavljenu od odre* 
denih razlicitih objekata. Kako nazivamo 
objektc koji cine skup? 


To su dementi ill clanovi skupa. Ako jc skup 

1.2.3. pise mo 


npr. sastavljen od iri hroja. 

a pripadnost skupu oznacujemo 

e S. 3 e .S' i citamo: i jc clement 


(1.2.31. 
ovako: 1 c .V. 


S 




1 je element skupa .S’. 3 jc element 


skupa S. 

skupa S. 

III. opcenito, ako je 
</ e .S'. A kako ccmo 


a clement skupa .S', pisemo 
oznaciti da npr. 6 nijc 


element skupa SI 
Pisat ccmo ovako: b£ .S'. 

Dobro. Na kojc nacine mo/omo zadati skup? 


da ispisemo sve 

a. h . c.'d) 


Skup ccmo zadati tako 
da no vc koji mu pripadaju. npr. M 

Beograd, Sarajevo. Skopje. 

3 . 0 . 2 . 6 . 9 } 


• • « 




{Zagreb. 

Ljubljana. Titograd) D 


c; 


-4. 


• • • 


A sto ako pak no zclimo sve ispisivali ill ill jc 
lako mnogo da to no mozemo ucinili ? 

E. onda ccmo samo navesti karakleristicno 
svojstvo skupa. ovako: G = {.v : .v jc glavni gratl 
republika SFRJ). 


Jest. Skup sto ga cine s\i objekti ko)i imaju 
ncko svojstvo r oznafujemo sa {.v:/*(.v)) ili 
| l\x )) i citamo: skup s\ih elcmcnata .v koji 

Tako je npr.{.v | x 


( 


l 


i-v 


3 = 0 ) 


imaju svojstvo P. 
skup (3). 
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Da. jer jc 3 
jcdnakost .v — 3 = 1) nijc zadovoljena. 

Naravno, pritom zadano svojslvo inora hin 
lakvo da nctlvosmisleno mozemo utvrditi pri- 
pada li ncki objekt skupu ili nc pripada. Nave- 
dite jos primjer svojsiva kojim skup |cst i kojim 
nijc dobro* dcfiniran. 

Evo. rccinio 
Tim jc svojstvom ''knp dobro dcfiniran. a ako 
ga zadamn ovako: {v:v jc vclik broj). skup 
nijc dobro dcfiniran. 


0. i ni za jcdan drugi a* 


3 




{.v : a jc prim-broj}. 


• • • 


ToCno. Nainic. za mnoge jc vclik broj i Hilo 
koji broj vcci od sio. No. pri zadavanju skupa 
njegovim karaktcristicnim svojstvom moramo 

pa/iti j na to da jc jasno iz kojcga sircg skupa 
»vadimo« elcmentc s tint svojstvom. Ako to 
nijc jasno. valja odrcditi i taj siri skup. 

Kaka\ sjri skup? Pa uvijck jc jasno ko)i de¬ 
menti imaju zadano svojstvo. 

11 in in 


trebno ga ic i naznacili. naprimjer ovako. 
(a : x € N i x <3} ili {x : x e R i I 

I onda smo sigurm sto su .v-ovi. 

Jest. Idemo daljc. Sto sve mogu biti objekti 
koji cine skup. sto su sve dementi skupa? 

To mogu biti ... gradovi. aulomobili. uOenici. 
brojevi, tocke. pravci. geometrijska tijela... 
sve. 

A mogu li biti i skupovi? 

Skupovi? Paa ... mogu. 

Naravno. Evo. rccimo. u skupu 
{{ 1 . 2 }. { 3 . 4 . 5 }. { 5 . 6 . 7 , 8 , 9 }, { 0 , 7 }) 
dementi skupa su skupovi. Znadete li kako 
zovemo skup bez ijednog elementa? 

To jc prazan skup. Oznacujemo ga ovako: 0 

Dobro. Skup. daklc. moze biti i bez elemenata. 
a moze ill imati i beskonacno mnogo 


9) itd. 


v 


ispisite elcmentc skupa {.v:.v<3}. 

To su brojevi 1 i 2, a skup je {1,2}. 

Da. ako smatramo da su .v-ovi dementi skupa 
prirodnih brojeva. Medutmi. ako su v-ovi de¬ 
menti skupa eijelih brojeva. onda je sa 
{a:a<3) zadan skup {... - 3, — 

ako su .v-ovi racionalni brojevi. sa {v:v<3} 
zadan je drugi skup 

Zbilja. tako je. 

Taj siii skup iz kojcga uzimamo elcmentc na- 
ziva se univcrzalni skuf). Pritom valja imati na 
umu via je univcrzalni skup rdativan pnjuni. 
Jednom je to skup prirodnih brojeva. drugi put 
skup realnih brojeva. zalim skup svih toeaka 
ravnme. prostora ... Stoga uvijck kada iz teksla 
nijc posve jasno sto je univcrzalni skup. po- 


• • • 


. - 1 . 0 . 1 . 2 }; 
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... kao $to ih ima skup prirodnih brojeva 

{ 1 , 2 , 3 , 4 ,...}. 

Da, i mnogi drugi skupovi. Recite u kakvom su 
odnosu ova dva skupa: A = {<i, b, c, (l) i 
B = {«, b). 

Skup B jc podskup skupa A, i to pisemo ovako: 
BCA. 
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A podskup definiramo na sljedeci naCin: 




Jest. 

neka su A i B skupovi. Ako je svaki element 
skupa B ujedno i element skupa A , kazemo da 

je B podskup skupa A. 
zapisati ovako: 


; / 






/ 


\ 




/ 


/ 


o 


\ 
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Definiciju mozemo 


B C A <=> (a e B =» a e A ), 

Sto Citanio: B je podskup od A , ekvivalcnlno je 
s izrekom da iz x e B proizlazi da je v e A. 
Jeste li to razumjeli? 


skup je podskup svakog skupa. Dakle, za s\aki 

skup S vrijedi 0C5. 
podskupove nckog skupa. 
skup. 

Neccmo. 

Nadam se. Znadete li kada su dva skupa jedna- 
ka ? 

Skupovi su jednaki ... ako se sastojc od istih 
elemenata. 

Jest. Za dva skupa A i B kazemo da su jednaka 
i pisemo A = B ako jc svaki element skupa A 
ujedno i element skupa B . i obrnuto, ako je 
svaki element skupa B ujedno i element skupa 
A. Krace to kafcemo ovako: 
ako je AQB i BCA. onda je A 

B <f>A C B a B CA (znak a Citaj: »i«). 

Jednaki su naprimjer. skupovi {(i.b.c.d) i 
{/>. </. (I, c} i pisemo {</, b, c, d) — </. tL c*J. 

Imaju isle elemente, a redoslijed nije vazan. 

fr 

Tako je. Idcmo dalje. Koje operaeije sa skupo¬ 
vi ma poznajele? 

Znamo ... uniju. presjek, razliku i komplemenl. 

Odlicno. Neka su zadani skupovi A 
B= {5.6.7.S}. Naemile uniju till skupova. 

Nema problema. Unija dva skupa je skup sto 
ga cine svi dementi koji pripadaju ili jednom ili 
drugom skupu. U ovom sluCaju 

AU/?= {2.4,5,6.7.8}. 

Dobro. I definiciju unijc pisat cento ovako: 

A U B = {a* : x e A ili v e B }. 

Odredite i A U A . 

Evo... A U A = {2.4,6}. to je A. 

A U A = A. Koliko 


1 kada nabrajate sve 
ne zaboravite prazni 


Jesmo. 

Onda recite je li BC B. tj. je li svaki skup sam 
sebi podskup? 

Paa ... nije, jer podskup treba da ima manje 
elemenata od skupa. 

Ponovno pa^ljivo procitajte definiciju podskupa 
i vidjet cete da je svaki skup sam sebi podskup. 

vrijedi BCB. Ima li pak podskup manje 
elemenata od skupa, zovemo ga pravi podskup. 
Ako je, naprimjer, skup A 

{ a % b.c }, kaiento da 
skupa A i to pisemo BCA. 

Koliko manje elemenata treba imati podskup 
od skupa da bi bio pravi podskup? 

Bar jedan manje, a moze, naravno, i viSe. Kad 
je rijec o podskupu, upamtite i sljedece: prazni 


da 


{a,b,c,il} i 
je B pravi podskup 


B 


B Hr. 


\ 


{2,4.6}i 


/ 


r 


Jest. Svojstvo je unijc da je 
je A UO? 

Unija skupa i praznog skupa ... {2.4,6} U0 
= {2.4.6}. I tu je /I UW 


/ 


A. 


Tocno. A kako definiramo presjek dvaju skupo- 


•> 


va : 

Presjek skupova A i B jc skup sastavljen od 
elemenata koji pripadaju i skupu \ i skupu B. 


P P. A Z 
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Pa to je skup A. 

Naravno. Recite ocJ cega se sastoji partitivni 
skup skupa S? 

E, to ne znamo. 

Objasnit £u vam odmah na primjeru sto je 
partitivni skup. Neka 
S = {a . b. <}. Ispisile sve podskupove tog skupa. 

I demo redom da nesto ne izostaviino. Najprije 
prazni skup, nismo ga zaboravili. onda svi 
jednoclani skupovi itd. Evo 
0. {</}. {/>}, {c}, {a.b}, {ii.c }. {/>,(}, (r/. b. c) 
Svi su tu. Ima ih osam. 


zadan skup 


J e 


• • • 


Tako je. I upamtile! Skup sto ga cine svi 
podskupovi od .S naziva se partitivni skup sku- 
pova S i oznaeavamo ga sa ^ (.V). Dakle, prema 

definieiji. 


PM ISA 


(5) = |.v:.vC5>. 


Moze se opcenito pokazati da skup sa n eleme- 

podskupova. tj. da partitivni skup 


->'i 


nata i in a 

skupa sa n clenienata ima 2" elemenata. Provje- 
rite to na primjeru nascg skupa .S’. 


I o pisenio ovako: 


A n li =*{.v :.v e A i ,v e B). 


Dobro. Odrcdile presjek zadanih skupova A i 


Skup je imao tri elementa i osam podskupova. 


H 




8. Tocno. 


Ako je A = {2.4.r>} i H - {5.6. 7.S). onda je 

A nn= {6}. 

Jest. Koliko je A n A ? 

Da vidimo ... pa A PI A — A. 

Tako je. N<idite presjek skupova M = {1.2.5} i 
,V= {4.5.6}. 

Pa oni nemaju zajednickili elemenata. presjek 
im je prazan skup. { 1.2.3} O {4.5. 6} = 0. 

Da. I takove skupove eiji je presjek prazan 
skup zovemo disjunktni skupovi. Naprimjer. 
presjek dvaju paralelnih pravaca p[ i /> je 
prazan skup, /; ( Pi/; : = 0. Idemo dalje. Razlika 
skupova. 

Razlika skupova A i H je ^kup sto ga cine svi 
dementi iz A koji nisu dementi skupa H. a 

oznacava se A /i. 


Vjerujem da vam je poznato da skupove i 
odnosc medu njima moiemo vrlo jednostavno i 

zorno predociti i skicama pomocu dijagrama ... 
Kako ne bi' znali. Evo ovako ... 


Dobro. Razliku skupova zapisujemo ovako: 

A H = {.v : a e A i v $ H ). 

{2.4.6} i H = {5.6. 7. 8). odredite 


AnB 


Ako je A 

A \ H i l?\ A. 


Dobro. A zelimo li prikazati i umverzalni skup. 
obicno ga predocujemo kvadratom unutar ko- 
jeg prikazujemo skupove koje zelimo. 


Evo till razlika 

a \ n = 


{2.4} 


li \ A 


{5.7.8} 


redu. Razlika skupova A \ fi se katkada 
naziva i komplemcnt od li u odnosu prema 

skupu A. a to oznaCavamo sa < ,/T F*o definieiji. 

r \H = { x : x e A i .v H). 
koliki je komplcmenl od li u odnosu prema A 
ako je H prazan skup. 

Ako je H = 0, iniamo ovako: 

cJh = {.v : a e A i x 0}. 


I 
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skupova 


prochikt 


Kartezijev 

= {3.4.5). 


Odreditc 

{ 1 , 2 } n 

To jc lake). A x B 
(2,4). (2,5)}. 


Idemo dalje. Recite u cenui je razlika izmedu 
dvodlanog skupa i uredenog para. 

Razlika je u tome Sto je kod dvoClanog skupa 
svejedno koji element uzmemo kao prvi, a koji 
kao drugi. a kod uredenog para toCno znamo 
koji je prvi. a koji drugi. 

Jest. A drukdije ih i zapisujemo. Dvodlani skup 
s elementima a i b piSemo {</. />}. a uredeni par 
piSemo ( a , b). I dlanovi u paru zovu sc koordi- 
nate log para; a se zove prva, 
koordinata. 
ima uredene parove? 

Znamo. Kartezijev produkt skupova. 


A 


{(1,3), (1,4), (1,5). (2,3), 


Dobro. Prikazite laj produkt i grafidki. 
Nema problema. Evo 


• • • 


a b druga 
Znate li koji skup kao clemente 


AxB 


B 


SH 


* 


<- 


3 


♦ * 


Tako je, Kartezijev produkt skupova /I i 11 je 
skup svih uredenih parova (.v, y) sa svojstvom 
da je x element skupa A i y jc element skupa 

B. To pi§emo: 

Ax B 




1 2 


A 


{(.v. v): x e A i \> e B). 
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SLICNOST 


Zavrtit Cemo malog ovako . 


Ma znamo sto je sliCnost: isti oblik, malo vccc 

il’ manje, to je bar lako 
Dobro, nacrtajle nekoliko slicnih likova. 

Nema problems, evo . 

liki nravokutnik. 


• • 




.. mali pravokutnik, ve- 
mali trokut. veliki trokut. 


'm. 




N 


V\VW 




• N 
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/j 
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vv 




vvVO 


vw\v 
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Dobro. Dobili smo tako homotetiCne pravokut- 
nike s kocficijentom homotetije k 


3. sto znaci 


stranica malog pravo- 


da Cemo »rastezanjem 
kulnika na trostruku duljinu dobiti veliki pravo- 
kutnik. Obratite painju na to da smo rotacijom, 
daklc izometrijom. pravokutnikc dovcli u ho- 
motetiCan polozaj. Uzmimo sada drugi primjcr. 

dva trokut a slicna, all msu homotetiCna. 


« 








I 


// 






I fj A 


... jc T nismo glavni za slicnost ? Svc je nalik kd 
jaje jajelu. 

Hmm... istina jc da su svi ti likovi sliCni. ali svi 
su oni homoteticni. 

Kako, pa slicni su. 

Jcsu, priznajem. jer 
slicni. Ali nacrtajle neke likovc koji su slidni a 

nisu homoteticni. 

•> •? ■> 

• • • 

U redu, olrjasnit cu vain na vasim primjerima. 
Da li su pravokutnici AOBC i OB'C'A' sliCni 7 


Ova su 


i Sto joS treba. 

su svi homoteticni likovi i 


C 




A 


c 


B 
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Jesu. 

A sto moramo naCiniti s njima da bi postali i 
homotetiCni? 


xJ 


1 









Sto treba naciniti da hi trokuti postali i homotc- 
ticm ? 

Malog ccmo najprijc zavrtiti pa onda pomaknu- 
ti, ovako ... 


Same ccmo ga podignuti do polozaja / 

Tocno. I opet primjenjujemo izometriju da 
bismo dosli do homotetije. A tako jc i s ostalim 
slidnom likovima. Upamtite: Dva su liket slidna 
(iko sc jetian moie transformirati u drugi homo - 
tetijom i izometrijom. 

A tako jc to sa siicnosti. Dakle, sliCni su likovi 
oni koji imaju isti oblik. samo su veci ili manji 
jedan od drugoga i nalaze se bilo gd jc u ravnini. 

Jest. I rotaeijom. zrealjenjem ili translacijom, 
dakle nckoni izometrijom, dovedemo ih u ho- 
motetidan poloiaj. 

Ncma problema. Sad nam jc jasno zaSto su 
homotetieni likovi i slicni. ali sliCni nc moraju 
biti i homotetieni. 

Vjerujem da vam je jasno. I sada, posto smo 
upoznali pojam siicnosti. mozemo izrecidefin- 

iciju: Preslikavanje / ravnine XI na samu sebe 

(pisemo f:M—*Xf) zovemo slicnost s koefici- 
jcnlom siicnosti k (k>0) ako je = 

- k- d (A. B) za svake dvije toCkc A. B ravnine 


-2 • 


Dobro. Primijenili smo. prema tome, najprijc 
rotaeiju. a zatim translaciju. A oba su ta presli- 
kavanja. kao sto znamo, izometrije. Idemo 
dalje. Pogledajte ovu sliku. Likovi Li i L, su 

slicni. 


M. 


A taj koefieijent k 
slicni lik veci od originala, koliko 
duzina raslegla. 

Ne samo veci, moze biti i manji jer koefieijent 
k moie biti i broj manji od 

1. Evo npr. sliCnih trokula ako |e k 


nam kaze koliko je pula 

se svaka 


I 


-> * 


/ 


/ 




!sto cemo naCiniti s likom Lx da hi postao 
homotetiCan s likom L/) 
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Da, jer je zbroj kutova u trokutu 18(P, a ircdi 
kill onda razlika izmcdu 180 i ona dva, a la 
razlika mora bili ista. 

Tako je. A znadcie li jo$ neki icorcm o slicnosti 
irokuta? 

Trokuti su sliCni ako su im 


<1(A,R) 


Ovdje je, naravno. d(A\ R') 




jc 


I 


iliA.C) 


d(A\ C) 
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■» 


Sve je jasno. 

Jest. Recimo jos i opde pravilo kada su dva lika, 
dva podskupa ravnine, jer svaki je lik podskup 
ravnine, slidna: Za podskupove 5 
kaiemo da su slidni i piSemo S 

slidan 1 
skup S na S’. 


stramce razmjcrne 


i S' ravnine M 




b : />' 


a : a' 


c : ( 


S' (Citaj: S je 
S') ako postoji slidnost koja prcslikava 


duljine svih triju 


Da, trokuli su slicni ako su 
stramca jednog irokula razmjerne odgovaraju- 
£im duljinania straniea drugog irokula. Recite 

trokuli ako im je koeficijent slicnosti 


$to znadi »ako postoji slidnost«? 

Pa rekli smo vec ranije kada su dva lika slicna 
- ako postoji odgovarajuca izometrija i homote- 
tija koja jedan lik prcslikava na drugi. A da ne 
bismo svakiputa morali istrazivati o kojoj je 
izometriji i homotetiji rijed. za likove s kojima 
vrlo cesto susreccmo, a to su trokuti, postoje 
avila odnosno teoremi koji nam kazu kada su 
dva irokuta slidna. Poznajete li te teoreme? 

Daa ... znamo, sjedamo see ... Jedan glasi 
ovako: 

Dva su 

kuta. Je T dobro? 


kakvi su 


1 ? 


k 


Ako je k 


1 ... 


se 


pr 


irokuta slicna ako se podudaraju u dva 


.... trokuti su onda jednaki. 

Odnosno sukladni. Sukladnosi je. kao sio \idi- 
tc. zapravo specijalan sludaj slidnosti. Mozcmo 
takodcr red da je slidnost na neki nacin poopce- 
nje. proSirenje pojma sukladnosti. 

Da. ako su dva irokuta sukladna i jedan od njih 
povecamo, oni postaju slicni. 

lsio tako i svako preslikavanje kojc duva udalje- 
nosti, dakle svaka izometrija je. ustvari, presli¬ 
kavanje slicnosli s koeficijentom slidnosti k 

1, udaljenosti sc ne mijenjaju. 




u dva 


trokuti podudaraju 


Odlidno. Ako se 
kuta, moraju li se onda podudarati i u ircccmu 


1. 


i 




< 


Jer kada je k 
Tocno. A homotetija h s koeficijentom slidnosti 
k je takoder preslikavanje _ 
jentom | k | 
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I 


* 
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* slicnosti. ali s koefici- 
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Zasto | k | ? 

Zato sio kod hoinoteiijc koeficijent A moie biti 

0, a kod slicnosli je 

koeficijent k uvijek pozitivan broj i stoga mo- 
rarno pisati njcnu apsolutnu vrijcdnost. tj. | k |. 
jer je apsolutna vrijednosl broja uvijek pozitiv- 
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i negativan, dakle A 
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ar. Kod homotctije 
0. a kod slicnosti jc 


i • 


Sad ic jasno u cemu je st\ 
koeficijent moze bili k 
uvijek k 

Da. A da li biste znali objasniti zasto su slicni: 
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Ku/imo stvar. U slicnim su trokutima odgovara- 
jucc stranice razmjcrne, pa imamo ovako: 

. aodatlc dobijcmo: V 


V 


S - i ■ 


r 


.S 


s 


' 


Daklc. 


s\ i kvadrati svc kruznicc 
nakostranicni trokuti. 


svc duzinc 


duljinasjenc x visinastapa 


visina drveta 


duljina sjene Stapa 


Da vidimo kako to izglcda 


Svc sto je na desnoj strani mozcmo izmjeriti. 
Tako ccmo izracunati visimi drveta a da sc ne pe- 
njemo na njega. 

lako jc. Slicnost sc takodcr primjcnjuje i go-. 

tovo kod svih nacrta gradcvina, raznih uredaja. 
strojeva . 
tlocrt. nacrl 
odnosu premia stvarnoj 
sc koristc prcslikavanjem slicnosti, 
dcvinari prcma nacrtima podizu zgradu. 

Slicnost sc onda zbilja cesto primjcnjuje 
praksi. 

Naravno. I prijc 
tranjcm slicnosti. prcostajc 
znamo i svojstva rclacije 
jc li la rclacija reflcksivna / 

Jcc ... jcr svaki jc lik sliCan samom sebi. 

Iako jc. A jc li ta rclacija i simetricna? 

Simetricna jc. jcr ako je lik L x slican liku L : . 
onda jc i lik L> slican liku L x . 

ToCiu>. Vrijcdi li 
tranzitivnost? Da li jc 

A to jc ono sa tri lika ... 


« i • 


.. Inzcnjeri uvijck najprije nacrtaju 

zgradc mnogo puta umanjen u 

velicini zgradc i pritom 

a zatim gra- 


• • * 


I! 


negoli zavrsimo s ovim razma- 

nam jos da upo- 

biti slicatvv. Recite. 


» 


Slicm suu... jcr su ini stranice, polumjcri k pula 
veci. 

Iako jc. Njihova medusobna slicnost proizlazi 
iz same dcfimcijc slicnosti. A svakc su dvijc 
kruznicc Oak i homoieticne. 

Svc je to o slicnosti lijepo. all zamma nas ipak 

da I' to ima ncku primjenu. Zasto je sliOnosl 
vaina? 


’» 


za relaciju »biti slican« i 
ona tranzitivna? 


• • i 


A. to vas zanima. Plasitc sc da niste slucajno 
ncsto nepotrebno naucili. Nc brinitc. jcr slic¬ 
nost ima veliku primjenu u rjcsavanju razlicitih 
zadataka i problema. a ncophodna jc i pri izradi 
svih nacrta. Navest cu 


L , ~ L, 


: 




L 


L , 


L 


l. 


vam sanio poznati prt- 
mjcr gdjc sc slicnost trokuta upotrcbljava za 
odredivanjc visinc nckog objekta (kucc. drveta 
..) pomocu njegove sjene. 1/ slike vam jc jasno 
kako to mozcmo izracunati. 






Ako jc lik L j slican liku /. 2 , 

onda jc i /., sliOan Tu vrijcdi i tranzitiv- 


a lik /.. slican liku 


/ 




nost. 

A buduci da jc rclacija »biti slican 

simctriOna i tranzitivna, 
rclacija ... 

... ckvivalcncijc ... 

... na skupu likova ravnine. A svaka jc ckviva- 
Icncija ustvari ncka jednakost. Kad jc rijcO o 
sliOnosti, to ce biti jednakost ... 

ir 

... oblika. 

Tako je. 


reflcksivna, 
zakljucujemo da jc to 
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rfuljtna s/rn# drveta 
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SUD 


To znaci da sc 
tvrdnja. npr.: 

Jugoslaviji 

Ako jc sud smislena recenica, to znaci da ih ima 
i besmislenih. 


tom reficnicom izriCe ncka 
Triglav jc najviSa planina u 


» 


.« 


Naravno. Bcsmislcna jc izjava. rceimo: 

nalnom se broju pokvario zeludac 

A ne mozcnio ga poslati doktoru. 

Sada cu vam kao primjer navesti nckoliko 
reCenica: 

A = Jugoslavia graniCi s Ilalijom. 

#=Sedam jc prost broj. 

C=Slavonski Brod Iczi na Savi. 


Iracio- 


» 




Umjesto sud, upotrebljavamo jo$ i nazivc izrc- 
ka, izjava, iskaz, stav 

Dobro. a Sto se misli pod tim nazivima u 
matematici? 

Nije baS jednostavno dati tocnu dcfiniciju suda, 
no mozcmo ga pojednostavljeno opisati ovako: 
Sud jc smislena deklarativna recenica za koju 
znamo iii moZeino ustanoviti jc li istinila ili 

laina. 

A sto znadi 


• • • 


D=Dunav utjece u Jadransko more. 
E=Da ii si napisao zadacu ? 

F=Broj n jc djeljiv sa tri. 


G=5 + 3 


9. 


Sve su to smislene reCcnice. bcsmislene cete 
lako 1 sami izred. i za svaku od njih recite jc li 
sud. i ako jcstc. jc li istinit ili lazan. 


deklarativna rcccnica? 
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islinit. onda jc sud M lazan. Tok vrijednosti 
istinitosti negacije dan jc sljcdccom tablicom. 


Dobro. idemo rcdom. »/1« jc sud. i to islinit. 
•>/f« t >>('« su isto lako isliniti sudovi. •» D« je 

sud, ali nije islinit. >»/•.'« jcc ... pa to jc pitanje. 

nijc sud, 

Tako jc. Idemo dalje, >» F» 

Ne znamo koji jc n broj. pa ne mozemo rcci jc 
li to istinit ili la/an sud. 

Yocno. I la ce rccenica postali sud tek posto 
umjesto n napisemo odredeni I^roj. Ako jc npr. 
// = 6. onda jc to islinit sud ... 

... a ako jc n = 7. onda jc lazan. »(/« jc lazan 
sud. 

Jest. Daklc. kao *to viditc. svakom sudu mo¬ 
zemo pridruziti odredenu vrijednost isliniiosti. 
a oznacavamo jc sa / (istinit) ili L (lazan). Za 
istinit sc sud upotrchljava jos i oznaka T (Citaj: 
tc) ili 1, a za ncislinit J_ (citaj: ne tc) ili 0. 

Onda pisemo ovako: sud A = /. sud D = L. 

Ne. nego: istinitosna vrijednost suda A = /. 
odnosno upotrehom znaka r jos krace. Naime. 
tunkeija vrijednosti istinitosti oznacava sc 
obicno sa r i istoga pisemo tA = /. ili tA = I. 

ill r.-\ = T. a Citamo »sud A jc istinit 

I tu. daklc, imamo posla sa funkeijom. 

Da. Recite sto jc domcna, a sto kodonicna tc 

funkeije. 

Domcna suu ... svi sudovi. a kodomena jc skup 

S= {/. L}. 

Tako jc. Istinitosna funkcija r svakom sudu 
pridruzujc ili / ili L. Upoznajmo sada i opera- 
cijc kojima pomocu sudova dobivamo novc 

sudove. 

Zar i sudove mozemo zbrajati i oduzimati? 

To bas ne. ali na skupu sudova dcliniraju sc 
odredene operaeije kojima povezujemo sudove 
i dobivamo novc sudove. Tc "Operaeije* izri- 
ccmo rijeCima: »nijc«. »ne«. »>i«, »ili". »ako 
onda*. a zapisujemo ill odredenim simbolima. 

A kako izgledaju ti novi sudovi? 

Vidjet cetc odmah. Evo nekoliko primjera 
jedne operaeije koju smo primijenili na poznatc 
nam sudove i sami eele lako zakljuciti o kakvoj 
jc operaeiji rijeC. 
lugoslavija ne graniCi s Itnlijom. 

Dunav ne utjeCe u Jadransko more. 

Sedam nije prost broj. 

Slavonski Brod ne lc2i na Savi. 

Pa tu sc svaka izjava negira. 

Da. i takva sc operaeija zovc negaeija. Njena je 
oznaka (citaj: non). Zato ccmo negaeiju suda 
A pisati A (non A, nije A). Naravno da sud 
A iniii vrijednost istinitosti suprotnu od vrijed¬ 
nosti istinitosti suda A. Daklc, ako jc sud A 
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Negaeiju mozemo povezati s komplcmentom 
skupa jer komplcment od A , tj. /V. jest skup 
onih clcmcnata univcrzalnog skupa koji nisu 
elementi skupa A. 

Neina problcma. To jc zbilja jednostavno. 

Slazcm sc. Imali smo sud C = 5 + 3 = 9. Recite 
kako glasi sud 7 (7. 

Ci =5 + 3 nijc 9 ... 

... odnosno 5 + 3 ^ 9 jer suprotno od »je jedna- 
ko« glasi "jc razlicito*. Negaeija jc operaeija 
kojom sc od jednog suda dobiva drugi sud i 
stoga sc naziva unarna operaeija. Poglcdajmo 
sada i operaeije kojc povezuju dva suda u jedan 
novi. slozcni sud tz.v binarne operaeije. Uz- 
mimo najprije sir! dobiven veznikom »i«, npr.: 
Jugoslavija granici s Ilalijom i sedam jc prost 
broj. 

Sedam jc prost broj i Slavonski Brod le2i na 
Savi. 

Dunav utjecc u Jadransko more i 5 + 3 = 9. 

M«i kaka\ je to sud kad smo ga dobili od sudova 
koji jedan s drugim nemaju veze? 

Toeno jc da nemaju veze ali kod slozcnog suda 
to nijc ni vazno. Nils i zanima samo znaCenje 
suda s obzirom na islinitost. I’ tim smo primje- 
rima slozcni sud dobili veznikom *>i« odnosno 
operaeijom konjunkeije (ozmika a ili ck) koja 
povezujc dva suda A i /?. sto pisemo A a B 
(citamo: A ct B). Navedimo jos jedan primjer 
sloienog suda upotrebom veznika »i«. 

Promotrimo npr. ovakav slozcni sud: »On je 
los matematiear, ali dobro igra nogomet 

Da, to jc Marko. 

•F 

Dobro. I sad isti sud s veznikom >'i«: >'On jc los 
matematiear i dobro igra nogomet 

A kako cento znati jc V taj novi sud istinit ili 
laian? 

Po definieiji, sud A a B smatramo istinitim 
onda i samo onda ako su oba suda A i B istinita. 
Ako jc bar jedan od sudova A i B Uizan. onda 
jc la£an i sud A a B. 

Tok vrijednosti istinitosti konjunkeije dan jc 
sljcdccom tablicom. 
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Samo dvije istinc daju istinu. 

Tako je. A znak konjunkcije primijenit demo 
i pri definiciji presjeka skupova X i Y , 
X n Y = {x :x e X a x e Y ). 

Jer presjek skupova je skup sastavljen od ele- 
menata koji pripadaju i jednome i drugom 

skupu. 
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Jest. Idcmo dalje. Od dva elementarna suda A 
i B dobivamo sloieni sud A v B operacijom v 
(6itaj: vel, latinski »i 1 i«) koja se zove disjunkci- 
ja. Pritom »ili« ima smisao da dopusla da 
istodobno vrijede i oba suda, i A i B, tj. »ili« 

nije iskljutiv. 

Razumijemo, nije iskljuciv kao kad kazemo: 
Hi grmi il’ se zemlja trese. 

ToCno. Vidim da ste shvatili o Cemu je rije£. 
NaCinimo opct od nasih elementarnih sudova 
sloieni sud operacijom disjunkcije. Uzmimo 
npr. sudove C i D. SloZeni ce sud C v D glasiti: 
Slavonski Brod leii na Savi ili Dunav uijecc u 
Jadransko more. I to je istinit sud. 

Kako to? 

Prema definiciji, sud A v B bit ce istinit ako je 
bar jedan od sudova A i B istinit (a laian je 
onda i samo onda ako su oba suda lazna). 

Tok vrijednosti islinitosti disjunkcije dan je 
narednom tablicom. 
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Definiciju islinitosti disjunkcije mozetc lako 
pamtiti ako je poveiete s definicijom unije 
skupova. 

Za^to s unijom? 

Zato jer je unija skupova X i Y po definiciji 
skup sastavljen od clemenata koji pripadaju 
jednom ili drugom od skupova X i V', tj. 
X U Y — {.v : x e A' v x e K}. 

Dobro. Konjunkcija-presjek, disjunkcija-uni- 


« 


» 
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Sljedeca je operacija na sudovima implikacija. 
Ako imamo dva suda A i B. bit ce A 
oznaka za sud »A implicira B« ili »Ako je A, 
onda je B«. Operacija oznacena simbolom 
zove se implikacija, a znak => citamo: »povla- 
Ci«, »implicira«. 

Onda mozemo naciniti ovakav sud: »Ako Jugo- 
slavija granici s Italijom, onda je sedam prost 
broj 

Upravo tako. I sud A => B po definiciji je lazan 
onda i samo onda ako je sud .4 istinit. a sud B 
lazan. 

Tok vrijednosti istinitosti implikacije dan je 
sljedecom tablicom. 
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i ovaj novi sud krace pise mo 


!i 


A 


zove se ekvi- 
citamo: ekvivalentno. 


Operacija oznaCena simbolom 
valencija, a znak 

I taj znak zamjenjuje dvije implikacije. 


Tako je. A za dva suda A i B ka£emo da su 
ekvivalentna onda i samo onda ako su oba suda 
islinita ili oba lazna, dakle ako imaju istu 
vrijednost istinitosti. Nacinite sanii tablicu isti- 
nitosti za ekvivalenciju. 

Dobro, evo je: 


B 


A 


B 


A 


Implikaciju primjenjujemo i pri definiciji pod- 
skupa A Q B ~ (a 6 A => \ e B) 

Ha, ha. ha 

Sto je smijesno? 

Bas svasta kod tih sudova. Dve lazi daju istinu! 
Kako je to moguce? 

Hmm ... istinitost implikacije je tako definira- 
na. No mozemo navesti i primjere iz zivota koji 
nam kazuju da je katkada zaista tako. 

To hi' voljeli vidjcti. 

Evo, uzmimo ovakav primjer: 

Ako dobijem na lulriji. onda cu kupiti auto. 

Vjcrujemo. 

1 zar to nije islina? Sjetite se samo cijcna 
automobila. 

Paa ... mo2e biti. 
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Tocno Evo i nekih primjera ekvivalencije: 

A = 3 2 = 9 B = 4 2 =!6 A*>B 

To je istinita ekvivalencija. 

Jest, A ekvivalencija (2 : = 4) <=>(2 4- 3 = 6) je 
neistinita. 


Da. jcr je jcdna izreka istinita. a druga lazna. 


A po definiciji istinitosti, istinita je i ova ekviva¬ 
lencija: 


(4 + 3 = 8)o(l + 1 =3). 

To bi znaCilo: ako je 4 + 3 = 8, onda je i 
1 + 1 = 3 i ako 1 + 1=3. onda je 4 + 3 = 8. 

Tako je. A istinu je da je la i. i jedno i drugo. 


Ill ovaj primjer: Ako je toplo vrijeme. onda 
idem na kupanje. 

Pa to su sve neke pogodbenc izreke. 

i zato se lakva iniplikacija i zove kondicio- 


Da, 
nal. 

Onda idemo dalje. Od dva suda A i B moguce 
je naciniti i dvije implikacije koje su jcdna 
drugoj obratne, sto znaCi da vrijedi A => B i 

B => A. 


Kakvc su to implikacije koje su i obratne? 

Uzmimo npr. ova dva suda: 

A = I rokul a je jednakostranican. 

Trokut x ima jednake kutove. 

Za la dva suda vrijedi 

{A =*B) a ( B=>A ), 
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TEOREM 


Recite, znadete li 5to je teorem? Poznajetc li 
neki teorem? 

Ne. Znamo sarno Pitagorin pouCak. 

II redu. To je isto, jer teorem se naziva jos i 
poucak ili stavak. Kako, dakle. glasi Pitagorin 

pou£ak? 

Kvadrat nad hipotenuzom jednak je zhroju 
kvadrata nad katetama. 

Ili malo preciznije: ako je trokut pravokutan. 
onda je zbroj kvadrata duljina kateta jednak 
kvadratu duljine hipotenuze. Dakle. 


Znamo. Dva su trokuta sukladna ako su im 
odgovarajude stranice i kutovi sukladni. 

Tako je. 


Navedite i neki teorem o sukladnosti trokuta. 

Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u 
dvije stranice i kutu medu njima. 

Dobro. Vidim da znadete samo ako malo razmi- 
slite. Vjerujcm da su vam poznati i teoremi o 
slicnosti trokuta, o visinama. o tezisnicama ... 

Da. da, znamo ih. 

Recite, postoji li razlomak ciji je kvadrat 2? 
Nee 

To£no. Ne postoji, a odgovarajuci teorem glasi: 
ne postoji racionalni broj 

Moze se. naime. dokazati da nema razlomka 

2. I takve tvrdnje koje se 


c 2 = a 1 + b 2 

gdjc je a = d(B.C) b = d(AX') 


il( A ,B). 


c 


No znadete, valjda, jos neki teorem. 
Paa ... znamo 


ali ne mozemo se sjetiti. 

Da vam pomognem. Kada su dva trokuta su¬ 
kladna ? 


« • • 


♦ ♦ • 


r takav da je r = 2. 


a 


b 


a\ : 


sa svojstvom 
mogu dokazati nazivaju se teoremi. Upamlile 


b 
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broj Ako postoji. oznacimo ga sa r = -, za taj 

2 a. be N. Prctposta- 

vimo da je taj razlomak skracen. tj. da je 

proizlazi a 2 = 2 h : . Kako 

jc istinita tvrdnja: »Kvadrat neparnog broja jc 
ncparan broj«. zakljucujcmo da jc </ ; ( = 2 Ir) 
paran broj. prema tome je i a paran broj. 
Mozemo. daklc, pisati: a = 2n n e N. Dobivamo 
daljc da je a 2 = 4/? : = 2b 1 . odakle proizlazi da je 
Ir — hr. Prema tome, b : je paran broj. pa jc 
stoga i /> paran broj. A parni se brojevi mogu 
kratiti i stoga jc \l{a. b ) =£ 1. Dakle. nasa pret- 

postavka da postoji racionalni broj - sa svoj- 

dovela nas je do proturjeeja. 

odakle zakljuCujemo da ne postoji racionalni 
broj ciji je kvadrat 2. I ovakav dokaz kojim smo 

utvrdili kako bi protivno od onoga sto sc tvrdi 
u izrcci dovclo do protuslovlja ili s pretpostav- 
kom. ili aksiomima. ili vec dokazanim tvrdnja- 
ma, naziva se indirektan dokaz. 

To je. zna£i. kao u boksu, mo2e biti dirckt. a 
mote i indirekt 

Hajde ne brbljajte bilo sta. nego bolje upamtite 
da kod nckih leorema vrijedi i obrat. 

Kakav obrat? 

Teoremi se cesto izrazavaju pogodbenim rceeni- 

cama oblika: »Ako ... onda_naprimjer: ako 

jc trokut pravokutan, onda je ...« C)\dje prvi 
dio izreke (ako je...) nazivamo pretpostavkom. 
a zavrsni dio (onda je...) posljedicotn. Zamije- 
nimo li pretpostavku i posljedicu. dobivamo 
obrat teorema. Tako i za Pitagorin teorem 
vrijedi i obrat. a mozemo ga izrcci na sljedcci 
nacin: Ako za trokut ABC vrijedi <r + b 
onda je on pravokutan. 

Zgodno. kvadriramo sve tri stranice i ako vri¬ 
jedi ta jednadzba. trokut jc, znaci. pravokutan. 
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bi broj vrijedilo 
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da teorem u matcmatici odnosno u nckoj mate- 
matickoj teoriji jest svaka vaznija izjava cija sc 
istinilost dokazuje u okviru tc leorije. 

Sto to znaci - u nckoj matematickoj teoriji? 

Naprimjer. u okviru leorije skupova. algcbri. 
geometriji. matematickoj logici ... 

A kako se dokazuje ? 

Dokazuje se uobicajemm logickim postupcima 
pomocu aksioma. vec dokazanih teorema, defi- 
nieija, poznatih svojstava ... 

Uzmimo. rccimo. teorem: Ako su (.v lT Vj) i 
(,v : . y : ) koordinate loCaka T x i T : koordinatne 
ravninc M. onda jc njihova udaljenost 


(i 


© 


•> 


stvom 


• • • 


I T, T : | = V( 


A;)'’ + (Vl 


y : )*. 


•Vl 


Dokaz tog teorema lako sc provodi primjenom 
Pitagorina teorema. 


•Vi — A' : | ; -I- | \ 


I r, r | •• 


Vi 
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I ovo je tzv. direktni dokaz. 
Zasto direktni ? 


Q 




r 


Zaio sto sc izravnom primjenom aksioma ili vec 
dokazanog teorema, u ovom je slucaju to Pita- 
gorin teorem. izvodi istinilost tvrdnje. 

- Zar postoje i neki drukCiji doka/i? 


Da, postoje. Tako se npr. vec spomenuti teo¬ 
rem : 


Ne postoji racionalni broj r takav da je 

dokazuje na sljedcci naCin. Pretpostavlja 
sc obrnulo. daklc da postoji takav racionalni 
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posioji samo jedan prazni 


Jest. i prcmu tonic, 

skup. Daljc. 

Skup realnih hrojcva nijc ckvipotcntan sa sku 

pom prirodnih brojeva. 


A Slo znaci ckvipotcntan? 

Da ima istu potenciju. da jc jcdnakobrojan 
Prcdimo sada na tcoremc o brojcvima. 

Za proizvoljnc prirodnc hrojcvc m.n.p vrijcdi 

(m 4 /i ) 4- p = m 4 (// + p). 

proizvoljnc prirodnc hrojcvc m i n vrijcdi 

ni 4 n = n 4- m. 

Pa zar to nisu zakoni asocijacije i komutacije? 




z. _TVR^NJU 


Za 


\n 


# • 




Dohro da sic me podsjetili. Naimc. tco- 

vece znacenje. kao npr. ova 


Jesu. 

remi koji imaju 
dva. Cesio sc nazivaju i zakoni. 


Tako jc. Navcdite ohrat teorema: Ako su tro- 
kuti slicni. st ran ice su im razmjerne. 

Evo ga: Ako su stranicc trokuta razmjerne. 
onda su trokuti slicni. 

Tocno. Provjerile vrijedi li ohrat teorema: Ako 
jc svaki od hrojcva a i b djeljiv sa c, onda jc i 
hroj a 4- b djeljiv sa c. 


A, tako jc to sa zakonima. A da V i oni tcoremi 
koji nisu has jako vazni imaju poschno ime? 

Da, imaju. Postojc, naimc. 
tcoremi koji obicno prcdstavljaju korak. ctapu 
dokazu nckoga slozcnijcg teorema. 1 takvi sc 
pomocni tcoremi zovu leme. 

Vidi, stvarno postojc i takvi tcoremi. A kako 
izglcdaju tc leme? 


i tzv. pomocni 


Ncma prohlcma. Da vidimo najprijc kako ce 
glasiti taj ohrat: Ako jc broj a 4 b djeljiv sa c. 
onda jc svaki od hrojcva a i b djeljiv sa c. A sad 

Neka je. naprimjer. a 
5 4- 1 =6 a 6 jc djeljiv sa 3. ali ... ni 5 ni 


u 


5 /)= 1 


proha. 

</ 4 b - 

1 nisu djeljivi sa 3. lii nc vrijcdi. Da vidimo 
dalje. Ako je a — ... 


smo sc vee upoznali. Naimc. pri 

>'Nc posioji racionalni hroi /• 
upotrijehih smo i tvrdnju da 

neparan hroj. 1 ta 


S jednom 
dokazu teorema 

taknv da je r — 
je kvadrat neparnog hroj a 
tvrdnja, koja prcdstavlja korak u dokazu nave- 

denog teorema. jest Icma. 


Nijc potrehno daljc provjeravati. Jer da hismo 
pokazali da 

voljno je navesti s* 

dnja nijc istinita. Takav primjer nazivamo kon- 
traprimjerom i on nam ohara tvrdnju. 

onda u matcmatici nc vrijcdi ono ... 


neka opca tvrdnja nijc tocna. do- 

uno jedan primjer gdjc tvr- 


To jc. daklc, lema. Pa nju hi* i mi znali 
dokazati. Jer neparni hroj ima ohlik 2n 4 1. a 

4/r 4 4/i 4 I. i to mora hiti 


kvadrat mu jc 
neparan hroj. 


A tako 

iznimka potvrdujc pravilo. 


• • • 


Nc. nc vrijcdi. tu ncma iznimaka. No mtvedimo 

nekoliko teorema iz raznih podruCja. 
razlicita pravea imaju jednu ili nijednu 

zajednicku tocku. 

Ncki pravac g nc mozc sjcci sve tri stranicc 
trokuta. 


sada jos 
Dva 


Jsto, zar je i to tcorem? 

Naravno. ali u dokazivanjc sc ncccmo upustali 
Idcmo dalje. Pravi kut ima tocno jednu simetra- 


)) 




& 


lu. 
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Svaki sc slozeni hroj moze prikazati kao pro- 
dukt prim-hrojeva. 

Postoji samo jedan prirodni hroj koji nijc sljcd- 
henik nijednoga prirodnog broja. 

Znamo. to jc broj l. 

Tako jc. A sada malo teorema o skupovima, 

w 

Skup racionalnih hrojcva jc prehrojiv. 

Postoji skup koji ncma elemenata. 

Prazni skup jc podskup svakog skupa. 

Ako su S i S' prazni skupovi. onda jc S 

Znadi, svi su prazni skupovi jednaki. 
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Svc je jasno. Zna£i. s teoremima smo, i obitS 
nim. i jako vaZnima, i onim malo manje va t- 
»iima 


JA 


<5,0, M 


gotovi. 

Da. gotovi smo. Jer o korolarima i nemamo 
nista osobito reci. 


$to je sad to? Kakvim kolorima? 

Nikakvim kolorima ncgo korolarima. A to su 
tcorcmi koji sc lako dobivaju kao posljcdica 
nckoga drugog teorema. Do njih dolazimo i bez 
posebnog truda. 

Ako jc lako, zelimo ill upoznati. Jer volimo sve 
sto sc moze dobiti bcz mnogo truda. 

To zaista vjerujcm. No poglcdajmo onda jcdan 
korolar iz geometrije. Vjerujcm da vam jc 
poznat tcorem koji daje vezu izmedu obodnoga 
i pripadnoga srcdisnjcg kuta a glasi: Obodni 
kui jednak jc polovici pripadnoga srcdisnjcg 

kuta. <t 




to. 


2 • 2n. i to su 


J 


Tako 


er 4 n 


i 


c 


parni brojevi. a dodavanjcm jcdinica dobit 
cento ncparni broj A cvo jos nekoliko lema. 
Za svc prirodne brojcvc a. b vrijedi a =£ a + b 

Jasno. jer jc sigurno 3 # 3 T 4. 

I ne mozemo naci nijedan kontraprimjer Daljc. 
U svakom skupu S prirodnih brojeva postoji 
najmanji element. 

Kao i kod nas u razredu. Uvijck je netko 
najmanji i taj ... 

Dobro. dobro, idemo daljc. 

Aritmeticka sredina dvaju nejednakih pozitiv- 
nih brojeva a. b veca je od njihovc geometrijske 
sredine. dakle 


Znamo za to. 

1 sad pazile. Sredisnji kut povecavamo sve dok 
nc postane jednak ispruzenom kutu. Koliki cc 
u tom slucaju biti obodni kut? 

Pola od 180°. a to je 90°. 

Tako je. I korolar koji smo dobili iz navedenog 
teorema glasi: Obodni kut nad promjerom je 
pravi kut. Katkada so taj rezullat naziva i 
Talcsov teorem o obodnom kutu nad promje¬ 
rom. A iz njega proizlazi i da su tetive AC i /JC 

medusobno okomite. 

Jcsu li svi korolari tako jednostavm? 

Uglavnont. Hvo, uostalom. nekoliko korolara 
pa se uvjcrite i sami. 

Svaki podskup konaenog skupa je konaCan. 
Ako je S beskonaCan skup. onda je .V\ (u) 
bcskonaCan. 

Znac'i !i to da ako od beskonacnog oduzmemo 
jedan oslaje bcskonacno. 

Da, tako je. Dalje: 

Skup prirodnih brojeva je beskonatan. 

Vrijedi pravilo (— rv) ( — />) = ab za eijele bro¬ 
jcvc a i b. 


a + b 


yti-b. 

Da vidimo. Neka jc a 




4 b = lb 


4 4- lb 20 


|4 • 1 b 
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2-4 


S. 


a 
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8. Istina jc. 

Naravno. ta provjera kttju sic naCinili nijc jt>s i 
dokaz, nc znaci da nc postoje neka druga dva 
hroja za koja tvrdnja nijc istmita Lentil inacc 
laktt dokazujemo kvadnranjem. 

A evo i leme iz geometrije, 

Ako paralcla s jednom stranicom trokuta sijccc 
ostale dvijc stramcc trokuta, onda ona odsijeca 
ii trokutu siican trokut. 


in 


me isunc. 


posljcdica dokaz; 


* C'orollanum. lat 


1 M) 










Vjcrujcm. a nadam sc da ce u njoj neSto i 
ostati. I na kraju jo$ jcdna vaina napomcna. 
Navedenim primjcrima za tcoreme, leme, koro- 
lare 2elio sain samo ilustrirati tc pojmove, a 
sami primjeri imaju rclalivno znacenjc. 

Kako relativno? 

U lom smislu sto sc aksiomi, tcorcmi. kao i 
leme i korolari, u matematici uvijck javljaju u 
okviru nekc teorije, nckc konccpci jc. I stoga ce 
sc izreka koja sc u jednom pristupu javlja npr. 
kao teorem u nekome drugom pristupu javiti 
kao aksiom. Isto vrijcdi i za leme i za korolare 
koji se. usto. uvijck javljaju samo uz neki 
teorem ili ncku lemu. 

Kuiimo. To je kako ko gleda na stvar. 

Tako otprilike. 


minus puta minus daju plus. 


A. to jc ono 
Jest. Idemo dalje. 

Dva razliCita pravca nc mogu imati vise od 
jedne zajedni£ke toCke. 

To im je sjcciSte. 

Jasno. U prostoru postoji beskonaCno mnogo 
toCaka, pravaca i ravnina. 

To vjerujemo kad ill je nemoguce izhrojiti. 

U svakom trokutu nasuprot jednakim strani- 
cama lc2e i jednaki kutovi. Nasuprot vccoj 
stranici le2i i veci kul. 

Ako je produkt dvaju ili viSe prirodnih brojeva 
djeljiv nekim prim-brojem, barem jedan faktor 
mora biti djeljiv tim prim-brojem, 

Dobro. bit <?e dosta. Vec nam je puna glava i 
dokaza, i lema. i teorema. 


• • • 


























































































TRANSLACIJA 


najprije nekoliko primjera 
a vi ih pailjivo promotrite i zaklju- 


Pokazat vam 
translacije 

cite Sto jc zajedniCko svim ovim sluCajevima. 


OACAAA 


ravnini translati- 


Kako biste. daklc. opisali translaciju? 

Pa . 


Tako jc. Svaki lik moicmo u 

rati u razliditim smjerovima i na raznc udaljcno- 

AA‘ DD' EE ... odrcduju smjcr 
udaljcnost za koju sc translacijom 


.. to jc kad nesto pomakncmo amo ili tamo. 

jc pomak bcz zakretanja ili 


sti. Polupravci 

translacije, a 
pomiCc lik zovemo duljina translacije. 


Da. Translacija 
ravni pomak. No u cenui sc ipak razlikuju ti 

pomaci likova? 

Razlikuju se ... u 
bli£e, nckc dalje ... 

I u Cemu jo$? 

Pomakli smo ih u raznim smjerovima. 


Svc jc jasno. 

Dobro. onda ponovite 


tome sto smo neke pomakli 


Crime jc zadana transla- 


cija 

Translacija jc zadana 


duljinom i smjerom ... 


• ♦ • 

























... odnosno. malo tocnije. polupravccm p koji 
odrcdujc smjcr translacije i duljinom koja odre- 
duje duljinu translacije. 

Upamtit eemo. 

A smjcr i iznos translacije mozemo zadati i 
samo jcdnom velicinom koja sc naziva usmje- 
rcna duzina ili vektor, a crtamo je i oznacujcmo 

ovako: 


B 


AB 


A 


Pocetnu tocku strclicc oznacimo sa A, a kraj 
odnosno Siljak sa B. Duljina tc duzine odreduje 
duljinu translacije. a strelica oznacujc smjcr. 

Pa to jc jos jednostavnijc od onoga prije. 

Naravno. zato vam i pokazujem. A sada odre- 
ditc translaciju za zadanu usmjerenu duzinu 

ovih likova: 


1' redu. Upoznajmo jo$ i ncka svojstva transla- 
cije. Ako hismo izmjerili duljine stranica zada- 
nog Cetvcrokuta, a zatim duljine stranica nje- 
gove slike dobivene translacijom. uvjerili hismo 
sc ... 


da su one jcdnakc. a to sc vidi i hez mjerenja. 


• • ♦ 


Dobro. Daklc. translaciju ima svojstvo da Cuva 
udaljcnosti , tj. za svake dvije toCke A i B i 


njihovc slike A' i B' vrijedi jednakost 


| A B 


| A'B' | i stoga je translacija izometrija. 


Tako jc. 


Lik i slika iniaju jednako dugackc 


st ran ice. 


Jest. Odgovarajuce stranicc su im jcdnakc dulji- 


nc. Idcmo daljc. t kakvom su odnosu pravac p 


i njegova slika /;'? 


i 
























/ A m . SE 

^U\cCAD^C> 0£.jfc>h 

p®H«’F ov/ t 

V TP-^HUAC i7F !". 


'[ 


t 


'K* 


f rU >l, 

.y’v 40 ' V 


Oni su paralelni. 

Todno. Translacijom sc pravac p prcslikava na 
paralelni pravac p ' a mote, naravno, i sam na 
sebe. Poglcdajte jo$ jednom pazljivo ovc likove 
i njihove slike dobivenc translacijom. 




• * 


f 


t 


/ 


' 


/ 


l 


* 


S 


/> 
r w 


// 




% 


■■ 


s 




V 


S' 


///l 

//////////. 


sto svakoj tocki 7 ravnine A/ pridruzuje todku 
7' ravnine M tako da je TV 


r /j 


/> 


/V>. 


/V 


f / 


f// 


zove se translacija 


Tako definirana funkcija 
ravnine M za vektor PQ i zapisujemo je: 

M (Citamo: funkcija koja prcslikava rav- 


Ako bismo ih izrezali i stavili original na sliku 
... oni bi se prekrili jer su jednaki. 

Jest. Ali matematidari ipak viSe vole redi da 
original i njegova slika dobivena translacijom 

sukladni. 


« « • 


ninu M u M) 

f(T) = V (ditamo: funkcija od T jer T). 


su 


Uh, to jc ved malo t etc zapamtm 

Nijc tesko ako ditamo s razumijevanjem .. 
najvainije je, ipak. da upamtiie ono bitno o 

translaciji i njenim svojstvima ... 

To znamo ... samo u ovoj nam definieiji ipak 

neito nije jasno. 

Sto? 

Pa ... ispada da translacija 
lodke. a ne i likove. 

To vas dakle zbunjuje. A od dega su izgradcni 
likovi? 


• • • 


ZaSto sukladni a ne jednaki? 


. No 


Nc ka£em da sc nc smijc rcci da su jednaki. da 

kod jednakosti se moze 

jednakost oblika, a 


je to pogreSno. ali 
pomiSljati naprimjer i na 
onda je to slidnost, zatim na jednakost s obzi- 

povr$inu, velicinu itd. Zato jc bolje 


•» • • 


rom na 

upotrijebiti termin sukladan negoli jednak. 

Dobro, upamtit ccmo i to. A je V sad s transla¬ 
cijom gotovo? 

Da ... uglavnom. Jos samo da upoznamo i 
definieiju. 

Pa nju ved znamo. 

Znamo pribliinu, opisnu definieiju. No ielimo 
li neSto precizniju, rcci ccmo ovako: Vektorom 
PQ definira se funkcija koja se zove translacija 


prcslikava samo 


Od ... todaka. 

Tako je. Translacija preslikava tockc. 
sve Sto je izgradeno od todaka. 


a time i 


• • • 


Je 1‘ to sve? 

Ne upadajte mi u rijed. To jc lek uvod, a sama 

definieija glasi: Neka je 
vektor PQ. Vektor PQ odreduje translaciju 

ravnine M u samu sebe (tj. M u A7) na taj nadin 


u ravnini M zadan 
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VARIJACIJE 


Znadete li u ccmu je razlika izmcdu dvoclanog 
skupa i uredenc dvojke ili para? 

Kako ne hi' znali?! Kod skupova nijc vazan 

1 . 2 ) = { 2 , 1 } 

kod 


I 


redoslijed tlanova i zato jc npr, 
jcr sc skupovi sastoje od islih ilanova, a 
parova jc redoslijed vazan. I u jc (1.2) ^ (2. 1 )• 

Jesl. 1 zato je. rccimo kod koordinata (1.2) 

. 1) druga locka ravnine. Posto vam 

razlika, ispisite sve 


Li 


Hu;**- 








ZAt- 


BL«" 




: dvojke kojc smo saslavili od tri 


Tako jc. 1 tc sc 
elementa nazivaju varijaeije drugog razreda u 


jedna, a ( 

je jasno u Ccmu je ta 
uredene dvojke kojc sc mogu slo^iti od medu- 
sobno razlicitih clcmcnata troclanog skupa 


-> 


skupu od tri elementa. 


kaie da sc radi o 


ovaj »drugi razred 

urcdcnini dvojkama. Da 1 su onda 


Alia 


<« 


• • • 


(1.2.3). 

Nema problema. Evo ill: (1. 

(3, 1), (2,3). (3.2). Svc skupa iina ill scst. 

Dobro. A svc tc parovc preglcdno mozemo 
prcdociti i »granastim« dijagramom ovako: 


parovima. o 
varijaeije trcccg razreda uredene trojkc? 


). (2, I). (1.3). 




Svakako. PokuSajle sanii naCinili slican dija- 

za uredene trojkc u skupu od Cctiri clc- 

.3.4) tc iz dijagrama zakljucite 


gram 

menta (1. 

koliko jc till trojki odnosno koliko je varijaeija 
trcccg razreda u skupu od cctiri elementa. 


s 


Mozc. to ccmo ovako: 


1 ,2 


2 


’ 


1 .3 


3 


3 


1 . 2.3 

1 . 2.4 

1 . 3.2 

1 . 3.4 

1 . 4.2 

1 . 4.3 


3 


2 . 1.3 

2 . 1.4 


2 




2,1 




4 


4 


2 


2.3 


3 


2 


* 


3 


3 , 1 




4 


2 


3 


3.2 


2 


2 


4 


3 


; trebamo ni ispisivati Imamo cctiri 

6 uredenih 


Ma dalje uc 
takva 

trojki pa ill je svc skupa 4 • .> 


I njihov jc broj, oCito. 3-2 
To jc zgodno. Odmali vidis kako sc tc dvojke 
slazu. 


o. 


dijagrama i u svakom jc 3 

i 


. *> 


24. 


• • 


• • 


I tc uredene trojkc 

skupu od cctiri elementa. 

l\(4). Broj till varijaeija 

jc 24. a dobili smo ga kao umnozak i pisemo: 

V,(4) = 4-3 

Prijc smo odredili broj varijaeija drugog razreda 
skupu od tri elementa. daklc \ .43) 


ToCno. 

trcccg razreda u 
krace oznaCavamo sa 


su svc varijaeije 

sto 


:4. 


. 




h. 




U 
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Da It histc sada /intli saini reci sto mi vmiiacnc 


dvoznameiikasiih hrojcva moze napisati sa zna- 

mcnkama 1.2. 3.4.5 ako sc znamenke nc po¬ 
navljaju. 

To ce biti hroj varijacija drugog razrcda u 
skupu od pci clcmenala. daklc 

V' : (5) = 5(5- I) = 5 • 4 = 20. 

Dohro. A sada pomocti varijacija ponovno 
izracunajmo ukupan hroj ulakmica u nogomet- 
noin prvcnsivu Jugoslavijc. 

Zasto. kad snio to vcc izraCunali s kombinacija- 

in a? 

Da provjcrimo ovaj racun. a posioji i odredena 
razlika. Naimc. s komhinacijama smo racunali 
hroj ulakmica uz pretpostavku da svaki lim kao 
domacin sa svakim drugim (imom kao gosioni 
odigra po jcdnu utakmicu. Tako smo dohili 

hroj ulakmica u proljcinom dijclu prvenstva. 
Mcdulim. znamo da u loku citavog prvenstva 
s\aki lim odigra sa svakim drugim limom po 
dvije utakmicc. jcdnu kao domacin. a drugu 
kao gost. 

Da, igraju i uzvratnu utakmicu. 

Naravno, i zclimo li izracunati hroj ulakmica u 
loku cijelog prvenstva. trebamo naci hroj vari¬ 
jacija drugog razrcda u skupu od osamnaest 
clcmcnata. 

Ku/imo slvar. Kod varijacija sc. daklc. razli- 

kujc par (domacin. gost) od para (gost. doma¬ 
cin). 

Tako jc. Racunajtc! 

Evoo ... r 

l'i(lS)= IS (IS - l)= 18*17 = 306 

Zbilja, dohili smo hroj ulakmica u cijelom 
prvcnsivu. 

Jcste. Recite koliko slova ima latinicko pismo. 
Isti jc hroj i u dirilifkomc. 

Imaa ... 30 slova. 


• • 


odredenog ra/reda u nckom skupu? 
Paa 


a jc svaka uredena dvojka. 
trojka. cclvorka ... u nckom skupu. 

Odnosno tocnijc kazemo ovako: Neka jc skup 

{l/,. (h. (A.S=//)i /• e jN . I 
Varijacija /-log razrcda u skupu .S jc svaka 
uredena r-iorka (</,. clcmcnata skupa .S. 

Pritom su komponcnic th...a, medusohno 
razliciti clcmcnli skupa S. 


var 


• • * 


s 


/ n. 


A hroj varijacija mozemo odrediti tako da ill 
prikazemo dijagramom i prebrojimo. 

Mogli hismo i tako. ali u slucajevima kada 
imamo velik hroj varijacija. to has nc hi bilo 
praktidno. 

I kako onda odredujemo koliko ill jc? 

Jednostavno. formulom do koje lako dolazimo 
uz malo razmisljanja. Postavimo si. recimo 
sljedece pitanjc: Na koliko nacina mozemo 
izmedu n prcdmcla koji su medusohno razlicili 
izahrati njih / ako jc vazan rcdoslijcd hiranja? 

To sc. ustvari. pilamo: Koliki jc hroj varijacija 
r-tog razrcda u skupu od n clcmcnata? 

lako jc 1 zakljucivat ccmo ovako: prvi pred- 
met mozemo izahrati na // nacina. drugi na 
n — I nacin (jer kad smo vcc izabrali prvi 

predmot. na raspolaganju ostajc n - 1 pred- 
mel). Daklc. prva dva predmeta mozemo iza- 
hrali na n(n - I) nacin; ireci prcdmcl mozemo 
izahrati na n — i nacina. a prva tri. prema tome, 
na //(//— I) (/i — 2) nacina: /-ti prcdmcl mozemo 
izahrati na n — r + I nacin. a /• predmeta mo¬ 
zemo izahrati na //(//— 1) (/i — 2) •... • (// - r + 1) 
nacin Stoga jc i hroj varijacija r-tog razrcda u 
skupu od n clcmcnata 


t • 


V 9 






IS 


n 


\ .(//) = //(// - 1) (n 
r < n) ill sio jc islo 

V,(n) 


5 


) ... (// - r -f- I ) 


//: 


Da. Izracunajtc kolika 
pet slova u ovom pismu, 
ponavljaju. 


jc moguenost slaganja 

a da sc slova nc 


(// - r)! 

To jc. daklc, ta formula za hroj varijacija. 
Odmah ccmo jc provjcriti na primjerima koje 
smo imali. Najprijc hroj varijacija drugog raz- 
rctla u skupu od tri elemcnla 

^2(3) = 3(3- I) = 3 • 2 

jo^; T,(4) = 4(4 - I) (4 

Dohro jc. 

Izracunajtc i hroj varijacija Cetvrtog razrcda u 
skupu od Sesi clcmcnata. 

Ncma problema. evo: 

Vi (6) = 6(6 - I)(6 - 2)(6 - 3) = 6 • 5 -4 • 3 = 360 

Uu ... $io ih jc puno! 

Da. ima ih dosta i tesko hismo ih sve ispisali. 
Pnmjcnom tc lormule izracunajtc i koliko sc 


To jcc... hroj varijacija petog razrcda u skupu 
od 30 clcmcnata, 

1% (30) = 30(30 - 1) (30 - 2) (30 - 3) (30 - 4) = 
30 • 20 • 28 • 27 • 26 = 17 100720. 

Uuu... preko sedamnajst miliona. Zar ima lo- 
liko rijcci sa pel slova. 

Nc. ncma ih tako nmogo. U tom 
sadrzanc, istina 
slova u kojima sc slova 


6. a to smo i dohili. I 


2) = 4 • 3 • 2 


24. 


su broju 

. sve rijeCi nascg jezika od pet 

ne ponavljaju, kao 
naprimjer OPERA. MARKO, PRGAV. 

AVION. CRKVA. SILOM. PRKOS. VOLIM. 
IC.RAM. SKIJE. itd 


ali medu njima ima i 

ninogo skupova po pet slova koji nc ivore 


♦ % 
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razreda od iri elemcnta s ponavljanjein a n j i h< >v 

je hroj 

V/ l3 (3) = 3 t5 = I 594 323 

Pa lo je skoro milion i sesto hiljada kombinaci- 


smislenu rijec, kao PRMSO, ARTMD. Si l l ID. 
ZTVRM ... 

Onda jc sigurno vise besmislenih kombinacija 
nego smislenih rijeCi. 

Svakako. No ostavimo sad to i upoznajmo jos 
varijacije u kojima ima i istih clemenata, tj. 
varijacije s ponavljanjein. Najprije cemo je 
definirati. Varijacija s ponavljanjein /-tog raz- 
reda u /i-Clanom skupu S jest svaka uredcna 
r-torka (a^a 1 ...a r ) iz skupa .S’ (buduCi da Clanovi 
tc r-torke inogu biti jednaki, moie biti />//). 

A kako Cemo odrediti koliko je till varijacija? 

Jednostavno. Opet Cemo se koristiti dijagra- 
niom. Ako zelimo npr. naCi sve varijacije dru- 
gog razreda u skupu od tri elementa, dijagram 
Ce izglcdati ovako: 




|a. 


Da. Toliko bisle listica morali ispuniti da budete 
sigurni da Cclc imali svih irmaest pogodaka. 

Al* to se ne bi isplatilo ... jer vise bi' para 

morali dati, i kad bi ill imali. nego sto bi dobili. 


I nilko razuman to nece ni napraviti. 

ako toCno 


Naravno. 

No ako ste strucnjaci za nogomet. 
znadetc u kakvoj je fornii koji klub, i ako ste u 
neke rezultate unaprijcd sigurni. taj se broj 
bilno smanjuje. Recite, koliko biste otprilikc 
rezultata u nckom kolu nogometnog prvenstva 
mogli manjc-viSe sigurno predvidjeti? 


* cetiri-pet. 
onda je veC druga situacija. Ako ste toCno 


Paa 
No. 

predvidjeli rezultate za npr. pet parova, preo- 
stalo ill je osam. i sada je broj »kombinacija« 
mnogo manji. Uostalom, izracunajtc. 


• • 


3 


2 




I 


I 


1 2 3 1 2 3 12 3 

Dakle, koliko ill jc? 

Ima ill 3*3 = 9. 

Dobro. A u kakvoj su vezi brojevi 3 i 9? 

Devet je tri na kvadrat, 9 

ToCno. A vrijedi i opCenito: ako broj varijacija 
/--tog razreda u skupu s n elemenata s ponavlja- 
njem oznaCimo sa V, (//). onda je 

To je zbilja jednostavna formula. 

Tako je. Sad Cemo opet malo o sportu. 

E, to volimo. 

Igrate li sportsku prognozu? 

Ponekad, ali nismo jos nikad nista dobili 
OdliCno, onda ... 

Kako odliCno kad nemamo srece ... 

Nc brinite. Objasnit Cu vam kako mozete si¬ 
gurno imali svih 13 pogodaka, jer na listiCn 
sportske prognoze, ako se nc varam, ima 13 

parova. 

Stvarno? Zar postoji neka metoda? ... 

Da. i to je vrlo jednostavno. Ispunite sve 
moguCe »kombinacije« i dobitak vam je sigu- 
ran. 

A koliko ill ima? 

To Cemo odmah izraCunati. Kod svakog para 
klubova treba napisati 0,1 ili 2, sto znaci redom: 
neodluCno, pobjeda domacina ili pobjeda gosta. 

Tako je. 

Dakle, na svakom mjestu u nizu od trinaest 
Clanova (/• = 13) mogu biti tri znamenke (// = 3). 
tj. 0, 1 ili 2, s tim da se svaka znamenka mo2e 
i ponavljati. A takvi su nizovi varijacije 13-lo 


Moze. imamo /- = 8, n = 3. a 

^*(3) = 3**6561 

Stvarno, sad ill je puno manje. A kad bi' znali 
rezultate recimo od osam utakmica ... bas da 
vidimo: r — 5. n 
V 5 (3) = 3 5 = 243 

Uh. to bi bilo dobro. Ispunili bi’ samo 243 
listica i dobili velike pare. 

Je li vam sail jasno zasto se »isplati« znali 
rezultate unaprijcd? 

Da. da kuzimo stvar. 

V kriminalistickim filmovima vjerojatno ste 
gledali kako kradljivci otvaraju eelicnu hlagajnu 
posto su na neki naCin »provalili« sifru. 

Da. to je uvijek uzbudljivo. da I’ Ce uspjeli 
pogoditi ... 

Promotrimo sit>ga najjednostavniji oblik osigu- 
ranja ponioCu sit re. a to je lokot sa si from 

Kakav se upotrebljava za Cuvanje bicikla. 

Jest. Takav se lokot sasloji od cetiri koluta sa 
po deset znamenki (0. 1.2.3. 4.5.0, 7.8. 9). Lo¬ 
kot se moze otvoriti samo onda ako je na 
svakom kolutu postavljena ispravna znamenka. 
IzraCunajte koliko postoji mogucnosti za sifru 
takvog lokot a. 

To Cemo racunati po formuli \ (n) = n\ / = 4. 

10 . V,( 10 ) = 10 4 = 10000 . 

Ima deset hiljada mogucnosti. Ako se ne zna 
sifra. tcsko bi’ pogodili 

Naravno. Ako pak »brava 
koluta ... 

Uuu... onda imamo 10 ... milion mogucnosti. 
To ne vredi ni pokusati ako se ne zna ... 


3\ 


3 


• • 


// 


# • • 


blagajne ima sest 
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VEKTOR 


Ponovit cemo najprije osnovno o usmjerenoj ili 
orijentiranoj duZini. 

Je T to ona duzina sa Siljkom? 

Da. Duiina £ija je jedna rubna toCka progla- 
Sena poCetkom, a druga svrSetkom zove se 
usmjerena duzina. Crtamo je tako da na 
svrSetku naznadimo strelicu ili kako vi ka^ete. 
Siljak. 


B 


A 


Tako otprilike. Pravac koji prolazi todkama A i 
B zove se nosilac usmjerene duiine. 


Ako je todka A podetak. a todka JB svrSetak, 
usmjerena se du£ina oznadava sa A B. 

A velidine te duZine mogu biti razlidite? 


B 


A 


Svakako. Udaljenost todaka A i B zove mo 
duljinom (modulom, velidinom) od A B i ozna- 

obidno 


\AB I, 


daklc 


davamo 

d(A, B) 


sa 


je 


I to mu je jedini posao? 

Jest. All kad je vec nosi, pravac odrcduje i 
kamo je nosi. 

Kako? 

Lijepo. Pogledajte naprimjer ova tri pravca 
nosioca, p u py. 


I AB |. 


F 


B 


0 


c 


E 


A 


Kaiemo takoder da usmjerena duzina A B ima 
smjer od A prema B. 

A 5to su nam ti pravci na kojima su duzine? 
Duiina sjela na pravac, pa je on mora nositi ha. 
ha, ha. 


D 


C 




Oni se nalaze u medusobno razliditim poloza- 
jima u ravnini, a poloiaj usmjerene duzine 
odreden je pravcem nosiocem jer je ona vezana 
za pravac. 
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Stvarno. tako je. Ali duzina na tom pravcu ipak 
moze imati Siljak okrenut amo ili tamo. 


Jednake su. daklc. one usmjerene duZine koje 
imaju jednake duljine, isti smjer. a nalaze se na 
istom ili paralelnim pravcima nosiocima. 

Dobro, to s usmjerenim duzinama je jasno. A 
Sto je vektor? 

Posto smo upoznali usmjerenu duZinu. s vekto- 
rom nema problems. 

Kako to? 

Zato Sto je vektor svaka velidna koja se mo2e 
predoCiti usmjerenom duZinom uz dano pravilo 
koje odreduje kada su dvije usmjerene du2ine 
jednake. 

Onda sve sto vrijedi za usmjerene duZine vrijedi 
i za vektore. 

Jest. No pogledajmo sada kako sve oznacavamo 
vektore, kada kazemo za vektore da su koli- 
neami. kada 

Oznacujemo ih. valjda, kao i usmjerene duzine. 

Da. Uohifoijcno je da ih oznadavamo naprimjer 
ovako: AB. CD. RS ... Prva tocka odnosno 
prvo slovo oznacuje pocetak ili hvatiste vektora. 
a drugo slovo kraj ili Siljak vektora. 


B 


0 


C 




Tocno. Usmjcrena duzina moze na pravcu no- 
siocu imati jedan od dva moguca smjera. Za 
usmjerene duzine OA i OB ka?.emo da imaju 
isti smjer jer to£ke A i B leze s iste strane tocke 


O 


p 


0 


B 


Q 


D 


A 


Usmjerene duzine OB i OQ imaju suprotni 
smjer jer tocke P i Q leze s razlicitih strana 
tocke O. 

One su na istom pravcu. ali suprotnog smjera. 

Tako je. I ponovimo jos sve ukratko. Svaka je 
usmjcrena duzina odredena praveem nosiocem, 
smjerom ili uredajem . 

... a on je naznaCen strelicom ... 

... i duljinom koja je odredena udaljeno&u 
izmedu potetne i zavrsne todke duiine. 

I s tint je usmjcrena duiina posve odredena. 

Da. Pogledajtc sada pazljivo ove dvije usmje¬ 
rene duzine » recite u kakvom su one medusob- 
nom odnosu. 


• • • 


♦ t 


o 


B C 


c 


a 


A 


Vektore katkada oznacavamo i malim slovima 
tako da iznad slova stavimo strelicu. naprimjer: 

a. b. c ... a njihove duljine | a \, | b |, 

I vektori su jednaki ako ih paralelnim pomakom 
dovodimo do poklapanja. 

Ili malo to^nijc: dva su vektora jednaka ako 
imaju isti smjer, jednaku duljinu i ako su na 
istom ili paralelnim pravcima. 


c 


♦ • • 


Paa ,, one su jednake. 

ZaSto? 

Jer su jednake duljine. i ako jednu pomakne- 
mo, poklopit ce se s drugom. 

Hmm ... i ove dvije usmjerene duZine MN i 
RS imaju jednake duljine. ali ipak nisu jedna- 


B 


A 


/ 


AB = CD 


C 


0 


A §to znaCi da su vektori kolinearni? 

Za dva vektora a i b kazemo da su kolinearna 
ako pripadaju istom pravcu ili paralelnim prav¬ 
cima. 


kc. 


o 


b 


b 


a 


Imamo li dvije usmjerene duzine AB i CD i 
ako se jedna dobije ne bilo kakvim. ve6 samo 
paralelnim pomakom druge tako da tocka A 
padne u toCku C a to^ka B u tocku /). kazemo 
da su one jednake ili. todnije, ekvivalentne, i 
piscmi^: A B — CD 


Kolinearni vektori inogu imati istu ili suprotnu 
orijentaeiju. 


d 


c 
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Potrebno je itekako. Naimc. rnnoge veliCine 


kao sto su sila. hrzina. akcclcracija. jakost 
slrujc i druge s kojima sc susrecemo u tizici. 
mehanici. tchnici ... opisuju sc veklorima. I 
kad racunamo s tim vcliCinama obicno ill prika- 

zujcmo vcktorima. Recimo, rczultaniu dviju 

sila najjcdnostavnijc cemo odrcdili tako da silc 
predocimo veklorima i zalim nademo njiliov 
zbroj. 


Vazno je samo da su na islome ili na paralelmm 

pravcima. 

Tako je. I jos jedno vazno svojslvo veklora. 
Uzniimo da je P proizvoljna tocka prosiora i 
A B proizvolian vektor. 


p° 


K 


F | + F : 


Paralelnim pomakom mozemo uvijck »prcnije* 
li* tocku A tako da padne u tocku I\ a tocka B 
pritom cc pasli u neku tocku Q. Ti me snio 
dobili veklor PQ takav da jc PQ = A B. Ka- 
zemo da smo vektor A B »nanijeli« iz tocke P. 

A zasto nam treba to prenosenje vektora? 

To nam jc cesio potrebno pri operaeijama s 
veklorima. Promotrimo naprimjer zbrajanje 
vektora. Zbroj vektora a i h je vektor koji 
oznaCavamo sa a + />. a dobivamo ga ovako: iz 

svrsetka vektora a nanesemo veklor b i onda je 
a + b veklor kojemu jc pocetak u pocetku 
vektora a i svrSetak u svrsetku vektora a. 


To je prakticno. Odmah se sve i vidi i veliema 
i smjer rezultante. 

Tako je_. Promotritc sada djelovanje ovc dvije 
sile. R = F { i F . jednake velicine. ali su- 

W 

protnog smjera. 




F 


Jsto ce biti njihova rezultanla? 

pa tu sva ko vuce na svoju stranu. ali ... 
pomaka nema. Rezultanta je ovdje ... noma 
rezultante, 

Odnosno rezultanta je jednaka nuli I da bism 
vektorski mogli zbrojiti i takve d\ije sile. uvo- 
dimo pojam nul-vektora. 

Kakav je to veklor? 

Nul-vektor je 

istoj locki. Naravno. duljina 
nuli, jer po definieiji O 

A. Zalo nema smisla govoriti ni o pravcu 


Uh 




b 


() 


Isti rezultat dobijemo ako na kraj vektora b 
nanesemo pocetak vektora a. Dakle. i za vek- 

b 4- a. 

Gdje nam to treba, to zbrajanje vektora? 


vektor koji ima pocetak i krai u 

mu je jednaka 
A A za svaku tocku 


tore vrijedi a -f b 
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Tocno. Razlika vektora b i a jc. daklc. h + 
4- ( - a) i oznacava sc b - a. Ako vektori a i b 
iniaju zajcdnicko hvatiste. onda vcktor b — a 
ini a pocctak u kraju vektora a i svrsctak u kraju 
vektora b. 


nosiocu. ni o smjeru tog vektora. Xhroj vektora 
ci ja jc rczultama nul-vektor, zapisujemo ovako: 


R = F, + F : 


O. 


Sve jc jasno. 

A za svaki vcklor u postoji i suprotan vcktor. 
oznacavamo ea sa 


a. 


-a 


Kuzimo. To jc kolinearan vcktor, jednake veli- 
Cine. ali suprotno orijentiran. suprotnog smjera. 

Jest. I stoga je a + ( — a) = 0. 

A zasto nam treba taj suprotni vcktor 7 

Potreban nam jc pri oduzimanju vektora- Nai- 
me. oduzeti vcktor od vektora znaci prihrojiti 

t 

mu suprotan vcktor. 

To smo imali i kod brojeva. 


- A sto ako nemaju zajcdnicko hvatiSte. 

- Ncma problcma. U tom slucaju jedan vektor 
nancscmo do poCeika drugoga i tako opet 
imaju zajcdnicko hvatistc. 

Promotrimo jos i mnozcnje vektora brojem. 

- Da vidimo kako sc to vektori mnozc. 

- Vrlo jednostavno. Odmah demo to vidjeti na 
konkretnom primjeru. Neka je zadan vektor 





















Imale pruvo. I mno/cnjc vckiora brojem main 

demo toCnijc opisali ovako: ako je A realan hroj 

razlicii od nule (A^O) i AB veklor, tada je 

k ■ A B veklor a velicina mu je | k \ \ A B | ; ako 
je k po zitivan hroj (k >0). orijenlacija vckiora 
A ’ A B jednaka je orijeniaciji vckiora A B ; ako 
je k = U. onda je k • A B = 0, 


A B. Slo je, prema vaseimi misljcnju. umno^ak 
2 • ^ B ? 


B 


A 


Paa 


to je laj veklor sairto dvapul dulji. 

2 AB 




I 


A B1 


Dohro. A umnozak 
To je upola kraci veklor. 

jAB 


V 


B 


B 


A 


A 


k AB (k< 0) 


kAB (k> 0) 


I jos umnoiak 
I hum 

ali okrenut na drugu siranu. suprotno orijenli- 
ran. 


3 • A B ? 


to hi mogao hiti tripula dulji veklor. 


• • • 


Mnozcnjcm sa k dohijemo. daklc. k pula veci 
ili manji veklor iste orijentaeije za pozitivan A. 
a suprotne za negalivan A. 

Tocno. 


B 


A 


-3 AB 

















































































VJEROJATNOST 


Ako bacimo kocku, kolika je vjerojatnost da 
demo dobiti broj 5? 

Vjerojatnost jee ... ima Sest mogudnosti, jcdna 
Sestina. 

Dobro. A kolika je vjerojatnost da de badeni 
novdic pasti na pismo? 

Jedna polovina ili 50%. 

Da. ukoliko vjerojatnost izrazimo postocima. 
Ako imamo 32 igrace karte i nasumce izvladimo 
jednu. kolika jc vjerojatnost da demo izvuci 
»kralja«? 

Tu je vjerojatnost jedan prema trideset dva. 

A koliko ima »kraljeva«? 

Uuu 

nost je detiri prema tridesetdva. 

Tako je. Vidim da vam je intuitivno jasan 
pojam vjerojatnosti kao omjer broja koji kazuje 
na koliko sc nadina moze ostvariti odredeni 
dogadaj (broj povoljnih sludajeva) i broja svih 
mogucih sludajeva koji postoje u nekoj igri ili 
eksperimentu. No pokusat demo ga ipak i malo 
todnije objasniti i definirati. 

Da 1* se vjerojatnost primjenjuje samo u igra- 
ma? 

Ni govora. Vjerojatnost ima ogromnu primjenu 
u najraznovrsnijim podrudjima; primjenjuju je 


naprimjer i fizidari i osiguravajudi zavodi. Istina 
je, dodusc, da je teorija vjerojatnosti nastala i 
razvila se kao samostalna grana matematike 
baveci se nekim problemima igara na srecu. 

Je 1' zbilja tako nastala vjerojatnost ? 

Da, upravo tako. Naime, jos sredinom 17. st. 
jedan se francuski gradanin. koji je bio sklon 
kocki obratio duvenome matematidaru Pascalu 
sa. za kockare vrlo znacajnim pitanjem: '>Da li 
se preporudljivo kladiti da ce u celiri uzastopna 
bacanja kocke bar jednom pasti Sestica* ?« Pas¬ 
cal se odmah zainteresirao za taj problem, 
izlozio ga i drugome velikom matematidaru 

Fermatu i ... 

... tako se rodila vjerojatnost. A sto su mu oni 
odgovorili ? 

Prije nego sto odgovorimo na to pitanje. upo- 
znajmo neke osnovne pojmove koji se primje¬ 
njuju u leoriji vjerojatnosti. Najprije pojam 
kojim sve i podinje, a to je sluCajni eksperiment. 

To je svako bacanje novdida. kocke. izvladenje 
karte 


zabunili smo se. Ima ill detiri i vjerojat- 


• • • 


• • • 


Pilanjc jc. ustvan. bilo malo sloicmjc: 


Jc li se preporuC- 
Ijivo kladiti da ce u 24 uzastopna bacanja para kocaka bar 
jedanpui pasti 'dvostruka* Sestica. tj. icstica na obje kocke?- 


147 









Da. svaki eksperiment kojemu nc moZemo 
unaprijed predvidjeli ishode jcr oni ovise o 
slucaju. eksperiment u kojem znamo Sto sve 
moze biti ishod odnosno rezultat. ali no znamo 
koji ce biti. Hi, malo todiije: slucajm eksperi¬ 
ment jest takav eksperiment dji ishodi nisu 
jednoznaeno odredeni uvjetima u kojima ga 
izvodimo. 

Ne znamo da l‘ ce pasti pismo ili grb, koju cenio 
kartu izvuci , 

Tocno. I skupsvih mogucih ishod a promalranog 
eksperimenta naziva se prostor elemeniarnih 
dogadaja. a obicno ga oznacavamo grekim slo- 

vom omega (52). Recite, sto je prostor elemen- 
tarnih dogadaja priiikom bacanja novcica? 

To jee ... pismo-grb. 

Jest. I pise mo 52 
bacanju kocke? 

Tu je 52 = (1,2,3,4.5.6}. 

Dobro. Obratite sada pa2nju na ovaj primjer. 
U scsir stavimo novcice od 10, 20 i 50 dinara. 
Sto je prostor elemeniarnih dogadaja ako iz 
SeSira izvlacimo jedan novci<3? 

Onda je 52 = {10,20.50}. 

Tako je. Izvladmo li pak dva novdea odjed- 
nom ? 

Eee 

52 = {(10,20).(10.50), (20,50)}. 

Odlicno. I jo§ ovaj primjer. Izvucemo najprije 
jedan. a nakon toga drugi novde. Pazite! Sto je 
sada prostor elementarnih dogadaja? Tu je 
va2an i.redoslijed. 

Hmm ... Da vidimo Sto sve moze nastati ... 

52 = {(10.20), (20.10). (10,50). (50,10). (20,50), 
(50.20)}. dakle, Sest moguenosti. 


I to je potpun prostor elementarnih dogadaja. 
U trodanom skupu imamo, dakle, osam pod- 
skupova i svaki se od njih naziva dogadaj. 

Razumijemo. Elementarni dogadaj jc jedno- 
dani podskup, a dogadaj je bilo koji podskup 
prostora elementarnih dogadaja. A zasto nam 
treba taj pojam - dogadaj? 

Objasnit cu vam to na primjeru. Uzmimo da 
bacamo kocku i kladimo se da 6e pasti broj 
manji od 4. Kako bismo mogli opisati taj 
dogadaj na koji se kladimo? Pazite, taj ce se 
dogadaj zbiti i mi demo okladu dobiti ako 
padne broj 1.2 ili 3. Dakle, taj dogadaj mozemo 
opisati bas kao skup onih elementarnih ishoda 
koji nam donose dobitak. U ovom jc slucaju to 
skup {1.2,3}. Naravno, sada je jasno da sva- 
kom dogadaju odgovara jedan skup i obratno, 
pa zato podskupove od Q jednostavno zovemo 
dogadajima. Ocito u naScm je primjeru 
52 = {1,2,3,4,5,6}. Koji se sve dogadaji ovdje 
mogu zbiti? 

Uuu... ima ih puno. Evo: 
prazan skup 0 

jednodani podskupovi {1}, {2}, (3), {4}. {5}, 
<6) 

dvodlani podskupovi {1,2}. 

{1,5}. {1.6}, {2.3}, {2,4} ... 
troelani podskupovi {1,2.3}. {1.2,4}, {1,2.5}. 
{1,2.6}, (2,3,4) ... 

CclvcroClani podskupovi {1,2, 3, 4}. {1.2, 3.5}. 

{1.2.3,6} 
peteroclani podskupovi {1,2. 3,4,5}, 

{1.2,3,4,6), {2.3.4.5.6} ... 

skup Q = {1.2.3,4.5,6}. 

Dobro Sjetite se da smo sc kladili na broj 
manji od Cetiri i recite na koji smo se od till 
podskupova. tj. dogadaja. kladili? 

Pa na {1,2,3} jer oCekujemo da padne ili broj 
1. ili 2. ili 3. 

Jest. I pri izvodenju eksperimenta smatramo da 
se zbio dogadaj A ako je ostvareni ishod a 
element skupa A. dakle, aeA. 

Onda je u ovom slucaju a ili 1. ili 2 ili 3. 

I ako jc. Idemo dalje. Medu svim mogucim 
dogadajima odnosno podskupovima prostora 
elementarnih dogadaja posebno su vain a dva 
dogadaja: siguran dogadaj i nemoguc dogadaj. 
Dogadaj koji se ostvarujc svakim ishodom eks¬ 
perimenta je 

...siguran dogadaj. 

Da. To je. dakle, skup svih mogucih ishoda ili 
dogadaj 52 Nemoguci je dogadaj pak onaj koji 
ne moze nastati pri izvodenju eksperimenta i on 
odgovara praznom skupu. Bacimo li npr. novCic 


e * 


! G!. 


A s(o jc pri 


{1.3), {1.4}, 


sada imamo dvojkc. pa 




• I i 


Dobro. Poslo smo upoznali prostor elemeniar¬ 
nih dogadaja, pogledajmo koji su sve podsku¬ 


povi tog skupa. 


A Sto £c nam oni? 

Vidjct cete odmah. Nadite najprije podskupove 

prostora elementarnih dogadaja u primjeru sa 
tri noviica od 10, 20 i 50 dinara, tj. podskupove 
skupa 52 = {10,20,50). 

Moie. To cenio redom da nam koji ne promak- 
ne. Najprije imamo prazni skup 0. onda sve 
jednodane skupove {10}, {20}, {50} 

i svaki je od njih elementarni dogadaj. Dalje. 

Dvodani podskupovi su {10,20}, (10,50), 
{20,50}. 

Jest. I njih moZemo shvaliti kao uniju dvaju 
elementarnih dogadaja. 

A na kraju jos imamo sam skup 
52 = {10.20,50}. 


• t t 


f ♦ 4 


• t • 


I 4,X 






! vjerojalnosl dogadaja A jc, dakle. broj v/~ 
mcdn Oil. Izradunajte kolika jc vjerojalnosl 
da cemo pri bacanju kockc dobili parni broj. 

Da vidimo... ovdjc su povoljni ishodi 2,4,6, 

dakle A 


{2,4,6}, kA 
{1.2,3,4.5.6}, AQ 


3, 


6, dakle 




kA 3 I 


r(A) 


1 * 


AQ 


6 


Dobro. A kolika jc vjerojalnosl da pri bacanju 
kockc dobijemo neparni broj manji od 4. 

Onda imamo ovako: A 

.3.4.5,6} AQ = 6 P(A) 

Todno. A sada cemo main o luiriji. Pocet demo 
naravno, s malom lulrijom. Zadatak glasi: Ko 
lika jc vjerojalnosl da cemo na obidnoj nialo 
luiriji od 60 brojeva (brojevi od I do 60 ispisan 
su na 60 jednakih ccdulja kojc sc nalazc i 

bubnju) od 
7, 11.25,37 i 51? Ovdjc, ocigledno, nijc bitan 

uredaj. 

Pa... kako demo to izracunaii? 

Razmislile! $to jc ovdjc dogadaj, a sio jc 
prostor svih mogucih ishoda cksperimcnta ? Sje- 
lite sc malo i kombinaeija. Na koliko nacina 
mozemo iz bubnja izvudi 5 od 60 ccdulja? 

Na toliko kol’ko jc kombinaeija peiog razreda 
od 60 clcmcnaia, a to jc 


{1,3}. kA 




2 1 


•S 


Q = {1, 


3 


6 


O R A/4 M e H o G V C 

D O C-A -j) A T. 


D 0 G A a- 


J. 


i ako zahtijevamo da padne ili pismo ili grb, 
imat cemo 

...siguran dogadaj. jer neStood loga mora pasti. 

A zahtjev da ne padne ni pismo ni grb. ili 
zahljev da pri bacanju kockc nc padne nijedan 
broj odgovara ... 

...nemogucem dogadaju 

u zraku. 

Todno. I sad ved moiemo i rcci sto jc vjerojat- 
nost. Vjerojatnost nekog dogadaja A u odrede- 
nome sludajnom eksperimentu definira sc kao 
broj. oznadimo ga sa P(A), odreden omjerom 


izvudcnih brojeva izvuci 


5 


• • • 


jer kocka nede ostati 


60 


I * 

5 / 


broj ishoda iz A 




. A koliko je po- 

voljnih ishoda, kojc su kombinaeije povoljnc? 
Samo ona jedna, da na pet ccdulja budu brojevi 

7. 11.25,37 i 51. 

Jasno. Dakle, kA 

Evo: 


Tako jc. Dakle. kQ 


P ( A) 


broj svih mogucih ishoda eksperimenta 


To je. dakle, vjerojatnost ... 

Jest. I ta definieija vrijedi uz pretpostavku da jc 
prostor elementarnih dogadaja (Q) konacan 
skup i da su svi elementarni dogadaji jednako 
vjerojatni. Ako kardinalnc brojevc skupova A 
i Q oznadimo sa kA i AQ, piscnio kradc 


1. Radunajte! 




kA 


I 


P(A) 


60 • 59 • 5S • 57 • 56 


AO 


60 


kA 


5.4 • 3 -2 • 1 


P(A) 


s 


A i 2 


5 • 4 • 3 • 2 • 1 


1 


Dakle. pri radunanju vjerojatnosti moramo 
znati §to su skupovi A i Q, koliko imaju elemc- 
nata, odnosno koliki su im kardinalni brojevi, 
podijelimo tc brojevc i dobijemo vjerojatnost. 


5 461 512 


60 • 59 • 5K • 57 • 56 


P(A) = 0,000001 8. 

Uuu... sio jc to mala vjerojatnost! 

Sigurno. Da vidimo sad drugi primjer. Koja jc 
vjerojalnosl da na istoj luiriji sa 60 brojeva 
medu 5 izvueenih brojeva budu brojevi 9.21 i 

43? 


Tako jc. Ispitajmo odmah u kojem sc podrudju 
nalazi broj P(A). Vjerojatnost proizvoljnog 
dogadaja ocito sc nalazi izmedu vjerojatnosti 
sigurnoga i vjerojatnosti nemogudeg dogadaja. 
Zbog odiglednc skupovne rclacijc 0C/1CQ 
vrijedi 0 
jatnosti slijedi 


m- 


AT2, pa iz definieije vjero- 


A 0 < A A 


I tu jc broj svih mogucih ishoda 
povoljni su ... Ma §to jc tu povoljno? 


a 


0 =P(0)</ ) (A)<P( ( -2)= l. 
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Cilavni smo za vjerojatnost! 

Priznajem, to£no ste izracunali. Tu je dakle 

vjerojatnost, zaokruieno, I :1000 ili. u postoci- 
ma, oko 0.1%. 

AT su to sve neke male vjerojatnosti! Je I’ to 
zato sto primjeri nisu zgodno izabrani ili ... 

Slaiem sc da su vjerojatnosti minimalne. 
primjeri ... oni su uzeti iz stvarnog zivota. 

Uh. ako je tako. onda 

Idemo daljc. IzraCunajmo kolika je vjerojatnost 
da se neki dogadaj - ne dogodi. 

Ha, ha, ha 

ZaSto ne!? Takav dogadaj nazivamo kompie - 
mentamim ili suprotnim dogadajem , a njegova 
se vjerojatnost naziva protivna vjerojatnost. 

A kako je racunamo? 

Vrlo jednostavno. Oznacimo sa A neki dogadaj 

A’ komplemcntarni dogadaj. Njihov je 
prcsjek, naravno. prazan skup, A O A c 
prostor clcmcntarnih dogadaj a (Q) 

Q = A U A* 


4 


r 


♦>•*. - 


Povoljno je ako se u 60 cedulja medu 5 izvuce- 
nih nadu i nasa tri hroja. Izuzmcmo li te tri ce- 
duljc. ostalo je 60 

n|ill izvucemo ma koja dva, a to se moze uciniti 

60 - 3 

5-3 


3 cedulja. Zamislimo da od 


a 


) - (?) 


• t • 


naCina. i zatim njima do- 
damo tri cedulje s povoljnim brojevima. 

Onda imanio ovako. kA 


na 


Zar se i to moze izracunati? 


(?)■ 


• • • 


6(1 


kQ 


. a vjerojatnost 
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57 


57 • 56 




i sa 


2- I 


n A) 


0, a za 


60 


60 • 59 • 58 • 57 • 56 


vrijedi 


„ 5 


5 4-3*2-1 


57 • 56 • 5 • 4 • 3 • 2 • 1 
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60 • 59 • 58 * 57 - 56 • 2 • l 


59-58 


Dakle, = Q \ A. a vjerojatnost 

P(A r ) = />(Q)-/>(4). 

No. kako je P(Q) = 1. to je 

P(A C ) = 1 - P(A) ili P(A C ) = l - 


1 


r(A) 


0.00029 


3422 

Ma. i to je jo$ uvijek mala vjerojatnost. 
Svakako. 

nom zadatku. A sada jo$ jedan 
blem. Na lutrijskom lislicu ispisano je 39 broje- 
va. Glavni zgoditak dobiva onaj tko pogodi 7 
brojeva, koliko ill se izvladi. Ako 
obiljcZimo 17 brojeva, kolika je vjerojatnost da 
ec se medu njima nalaziti 
donosc zgoditak ? 

To znamo izracunali. Broj svili mogucih ishoda 
je .. broj kombinaeija sedmog razreda od 39 

elemcnata, dakle kQ 

A povoljno jee ... ako se medu 17 obiljeienih 

i 7 brojeva koji dobivaju, a to je broj 
kombinaeija sedmog razreda od 17 elemcnata. 


kA 


kQ 


iako je malo veca negoli u prelhod- 

zanimljiv pro- 


MfcMTA £Aff i L /\ 

$ Uffo TM l poSAtAJ 


vj- 
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na listicu 
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i 7 brojeva koji 
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nade 
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To su dogadaji koji nc ovisc jedan o drugome. 
Ako bacimo npr. dva novcica ill jedan novcic 
dvaputa, mozemo postavili pilunje: kolika je 
vjcrojatnost da cc na oha novcica pasti »pi- 
smo« ? 

Jasno jc. I u ishod jcdnog hacanja nc ovisi o 
drugom. 

Take jc. I kada imanio dva nozavisna dogadaja 
A i P (ili vise njih). mozemo promatrati presjek 

lih dogadaja, tj. dogadaja 
loga da sc 

vjcrojatnost presjeka nezavisnih dogadaja jed- 
naka jc umnosku njihovih vjcro|atnosti. daklc 

P(AH B) = P(A)PIB). 


Vjcrojatnost oduzmemo od jcdinice i dobijemo 
protivnu vjcrojatnost. 

Jest. Pomocu tc formule izracunajte kolika jc 
vjcrojatnost da pri bacanju kockc nccc pasti ni 

broj 5 ni broj 6. 

Nema problcma. Tu jc 
Q = 11,2,3,4,5,6} AQ = 


{5,6} kA= 2. 


A 


o 


■> 




kA 


4 


: P{A') = -. 


P(A r ) = I 


I 


ki 2 


6 6 

ToCno. Istina jc da to nijc has najbolji primjer 
za protivnu vjcrojatnost. 

Zasto ? 

Zato sto hi pravi primjer bio onaj u kojemu sc 
P(/V) mnogo teze izraCuna negoli P(A). a 
takav cemo primjer upoznati kada budemo 
rjc§avali zadatak koji su kockari postavili Pasca- 
lu. Idemo daljc. Odredil cemo vjcrojatnost 
dvaju dogadaja koji sc medusobno iskljucuju, 

tj. koji se ne mogu 
...istodobno dogoditi. 

Da. Ako tc dogadaje oznacimo sa A i P. ocito 
jc njihov presjek prazan skup, daklc A O P 




koji sc sastoji od 
zbije i dogadaj A i dogadaj P. A 


I 


I . 


Pri bacanju novcica je P[A) 
jc vjcrojatnost da cc na oba novcica pasti 

1 l 1 

2 2 4' 


i P(H) 


pa 


-> ’ 




»pismo« P(AC)B) 

Da. Rijesimo jos i ovaj zadatak: simetrican 
novcic i simetriena kocka baccni su istovremc- 
no. Neka jc A dogadaj "(> na novcicu« i ncka 
je P dogadaj »3 na kocki«. Naditc vjcrojatnost 
da sc pri bacanju dogode oba dogadaja. Recite 
najprijc jesu li dogadaji A i li medusobno 
zavisni ili nezavisni. 

Sigurno su nezavisni. jer da li cc na novcicu 
pasti pismo ili grb, nc ovisi o tome kaktv ce pasti 

kocka, ni obratno. 

Svakako. Nadimo. daklc. P(A O P). Najprijc 
cemo odrediti prostor elementarnih dogadaja 

Q = {Gl, G2, G3. G4, G5. G6. P\ % P 2, P 3. 

P4.P5.P6), Tu je 

(Gl. G 2. Ci 3. G 4, G5. G6}. a 

G3. 1*5). Prcma tome. 

i P(P) 


♦ • • 


0 . 


B 


A 


Cl 


Oni nemaju niSta zajednicko. 

Tocno. I vjcrojatnost unijc till dogadaja jed- 
naka je zbroju vjerojatnosli obaju dogadaja. tj 

P(A U B) = P(A) 4- P(B). 


A gdje se to primjenjuje? 

Primjenjuje sc u slucajevima kada sc dogadaji 
iskljucuju. daklc kada nc postoji ishod eksperi- 
menta. tj. clement skupa Q kojim bi sc istovre- 
meno ostvarili dogadaji A i P. Rijesite nafiri- 
mjer ovakav zadatak. Izvlacimo nasumce jednu 
od 32 kartc. Kolika je vjcrojatnost da cemo 
izvuci pikovu damu ili ma koju desetku? 

Dobro. IzraCunat cemo najprijc vjcrojatnost za 

pikovu damu; tu jc kA = 1 i AQ = 32. pa jc 

A da vidimo za desetku... 


\ 


P 




I 


P(A) 
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1 1 I 


P(A)-P{B) = -- 


P(A n p) 


i: 


6 


Vjerojatnost bas i nijc velika. 

Ne. I jos jedno pi t an je: Jcsu li iskljucivi doga¬ 
daji nezavisni? 

Da, sigurno Kada sc iskljucuju. jasno jc da su 
nezavisni, 

Pripazite malo! Da sc dogadaji A \ P iskljucuju. 
znaci da im je presjek prazan skup. kao na slici. 


! 


P(A) 


32' 


4 


4. kQ = 32 i PIB) 


Imamoih4, kB 

Vjcrojatnost da cemo izvuci pikovu damu ili 
neku desetku jednaka je 


32' 


5 


4 


1 


P(A U P) 


32 32 32 

Dobro. Idemo dalje. Upoznat cemo jos i vjero¬ 
jatnost nezavisnih dogadaja. 

Kakvi su to dogadaji? 


A sada ako znadete da sc /bio dogadaj A . 
mozete li ncsto reci o moguenosti da sc /bio i 

dogadaj P ? 

Pa. ako sc zbio /\, siszurno sc nijc dogodio « P 
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govoriti na pitanje postavljeno na pocctku: jc li 
sc prcporucljivo kladiti da cc u cetiri 


uzastopna 

hacanja kocke bar jcdnom pasti sestica? I ta su 

naravno. nezavisni dogadaji jcr 
pamccnja«. 

Has nas zanima da I* sc isplati. 


hacanja kocke, 
kocka nema 


A kako sc to 


izracuna? 

Najprijc cemo izraCunati kolika jc vjerojatnost 
da u Cetiri hacanja ncce pasti sestica. 

Ku2imo stvar. A onda cemo traziti protivnu 


vjerojatnost. 

Take jc. Sa A,. A 
»nccc pasti sestica 

celvrtom hacanju, i sa A presjek till dogadaja, 
daklc A = Aj O A : D A * D A*. 

presjeka P{A ) = P{A { ) * P ( A : ) • P{A ,) • P(A a ). 
Naravno. pritom je 

Izracunajte koliko je P(AA. 


Ax. A 4 oznacimo dogadaje 
u prvom. drugom, trecem i 


a vjerojatnost 


Tu je A, = {1.2.3.4.5}. kA 

Q* {1.2,3.4,5.6} kQ 


Ali dogadaji su 

tome da sc zbio dogadaj A nist 
tome da li sc desio i dogadaj /i. 

Uuuu 


5; 


nezavisni ako vam podatak o 

a ne eovori o 




6 . 


s 


Daklc. 


P\A\) ■■ 

presjeka Pi A): 


. Da 


vidimo i vjerojatnost 


pa izgleda da su dogadaji A i li zavisni. 


6 


• 0 « 


Da. i pripazitc na to. Da vam sc ne dogodi kao 
onim poCctnieima. a vi ste vec pravi majstori 
matematike. koji hrkaju iskljucivost dogadaja s 

A kao sto sic vidjeli. 


•> s *> S 

P(A) = ------- 

6 6 6 6 

Dobro. A protivna vjerojatnost? 

Nju cemo izracunati ovako 

P{A ‘) = I - P(A) = 1-0.48 = 0.52 

loeno, I buduci da je ta vjerojatnost veCa od 
0.5. to znaCi ... 

...da sc isplati kladiti. 


o 


j 


0.48 


nj i hovom nczavisnoscu. 

iskljucivi su dogadaji sigurno zavism 


Pohrkali su znaCcnje pojmova iskljuCiv i zavi- 
san. 


• • • 


I ako jc. I posto sada znamo kako sc izracunava 

vjerojatnost nezavisnih dogadaja. mozemo od- 
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O AU I ORIMA 


ZLATKO SPORl R roden je u Slavonskom 
Brodu gdjc jc pohadao osnovnu skolu i gimnaziju. 
Diplomirao jc na Matematifko-fiziCkom odsjeku 
Prirodoslovno-matemaiiCkog fakulteta u Zagrebu. 
smjcr primijenjcna matcmatika. Na SveuCiliStu u 
Zagrebu zavrSio je postdiploniski studij Filozofija 
znanosii i zruinsivetw publicistika i stekao zvanjc 
magistra znanosti. 

Nakon zavrsenog studija radio je kao profesor 
matematike i fizike na gimnaziji u Slavonskom 
Brodu, a zatim kao profesor fizike na PedagoSkoj 
akademiji u Slavonskom Brodu i Zagrebu. 

Od 1969. god. radi kao urednik »$kolske knjige<« u 
Zagrebu. Objavio je veci broj struenih i metodic- 
kih radova iz podruCja matematike i fizike. kao i 
vise struCnih i popularno-znanstvenih knjiga od 
kojili su neke prevedene i na strane jezike. Clan je 
Dru&tva matcmaticara i fizicara SRH. 


KRI.-SIMI R ZIMONIC roden je u Durdenovcu 
1956. godinc. Bavi se ilustracijom, stripom i 

filmom. Autor jc mnogih stripova 

Zlatka«, »>Pri£c iz dav- 


animiranim 
(»Luna«. »Nokak«. 
nine«, ...) i celiriju autorskih animiranih filmova. 
Prcdsjednik je Drustva autora stripa i urednik 
inagazina »Patak«. Za svoj rad dobio je vise 
nagrada i priznanja u zemlji i svijelu. od kojili 
spominjemo ona na feslivalima u Annecyu, 
Madridu i Montrcalu te nagrndu »Vladimir 

Nazor«. 


MAGDA DULClC rodena je 1965. godine u 
Starom Gradu na Hvaru. S Kresimirom Zimoni- 
iJcni radila jc animirani film »I ,epliri«, a pridru^ila 
mu se i u ilustt iranju ove knjige. NajviSe voli ertati 

stiipovc. 


Vise podataka o gospodinu Zlatku Sporeni. moci cere saznati na sljedecoj adresi: 
http://sites.google.com/site/sporerzlatko/. 


Na toj stranici smo pronasli i nekoliko zammljivih linkova na video matenjal "Didakticka pomagala 
namijenjen djeci u cijem stvaranju je gospodin Sporer takoder sudjelovao 


Poveznice za te filmove su sljedece: 


http: //www. you tub e. c om/wa tch ?v=x_3 teeL 7 9Fc & fea ture 
http://www.youtnbe.com/watch?\’=a7CXwiWwwpA&feattire=g 
http://\\wu'. youtube. com/watch?v=IMik_5DJH4g&featiire=youtii.be 


I da ne zaboravimo autor je na portalu www.digiralne-knjige.com vec objavio tii knjige. 


Rijec je o knjigama "Nemoc kritike" objavljenoj u ediciji "Kiitike osvrti i intervjui". koju mozete 
preuzeti na adiesi: www.digitalne-knjige.comysporei-.php 


Knjizi "Uli ta matematika" koju mozete preuzeti na adresi: 
http: //www. digitalne-knj ige. com/sporer2 .php 


Knjizi "Brbljanje o geometriji" koju mozete preuzeti na adresi: 
http: //www. digitalne-knj ige. com/sporer3 .php 
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